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Einleitung

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik wird die Bewegung zweier (spinloser) Teilchen unter ihrer
gegenseitigen Wechselwirkung, die nur von der relativen Lage beider Teilchen abhidngen mdge, nach
Abseparation der Massenschwerpunktbewegung durch die Relativbewegung der Teilchen oder,
iquivalent dazu, durch die Bewegung eines Teilchens im Einflufl eines Potentials V mit Hilfe der
unitdren Gruppe e 1 begchrieben. Dabei sind H und H, die selbstadjungierten Realisierungen der

formalen Schrodinger — Operatoren des wechselwirkenden bzw. freien Teilchens:

H=H,+V(x, Hy=1|p|?=-1A.
(Die reduzierte Masse y und das Planck’sche Wirkungsquantum 7 wurden gleich 1 gesetzt.)
Ist ndmlich der Zustand eines Teilchens zum Zeitpunkt t = 0 durch v, € 36t = I?(Rn) gegeben, so wird

die zeitliche Entwicklung unter dem Einflufl des Potentials durch

vt e_itHVU

wiedergegeben. Ein Streuzustand v(t) = e_itHvo sollte sich ‘lange’ bevor bzw. nachdem die Wechsel-
. . s . i 3 —itH

wirkung stattfindet bzw. stattgefunden hat wie der Zustand eines freien Teilchens u(t) = e ' Oy,

verhalten und jeder Zustand eines freien Teilchens sollte sich als moglicher Anfangs— bzw. Endzustand

eines streuenden, wechselwirkenden Teilchens wiederfinden.

Letzteres Problem reduziert sich auf die Frage, ob zu jedem uy € LER™ ein v € ¥, (H) C L2(R™)
existiert, so daf
—_itH —itH

Hly —e Ouy || =0

lim ||e
t—+co

gilt oder, &quivalent dazu, ob die Existenz der Wellenoperatoren

W, = s lim eltHe= 1o
+ T iy

—r 40

mit R(W,) C 36,.(H) gesichert ist.

Kann man zusitzlich R(W4) = R(W_) = ¥, (H) zeigen, so ist jeder Streuzustand des wechsel-
wirkenden Teilchens asymptotisch (d. h. fiir t——o00 bzw. t—o0) gleich dem eines freien Teilchens und
wir nennen die Wellenoperatoren (asymptotisch) vollstdndig. In diesem Fall sind Hy und die

Einschrédnkung von H auf 36, (H) unitdr dquivalent.



Um eine direkte Bezichung zwischen den asymptotischen Zustdnden u; und u_ eines Streuzustands v

zu bekommen, ist es sinnvoll, den Streuoperator S mit
Su_:= Wi W_u_ =u,
einzufiihren, der unitér ist, sofern R(W,) = R(W_) und isometrisch, sofern R(W,) D R(W_) gilt.

Die Existenz der Wellenoperatoren wurde erstmals von Cook [3] fiir Potentiale, die wie O(]x|™'™"),
6 > 0, im Unendlichen abfallen, gezeigt und spéter von verschiedenen Autoren auf eine grofiere Klasse
verallgemeinert, wihrend die Vollstdndigkeit zuerst von Kato [9] und Rosenblum [13] fir Potentiale
V € %,(3), der Spurklasse in L?*(R") etabliert wurde, einer Klasse, die im Fall n=3 L'n L?

umfasst.

Dollard [4] wies jedoch nach, daB fir das Coulomb — Potential V~(x) = v Ix|7! (x € R®\{0}), v € R,
die (gewohnlichen) Wellenoperatoren nicht existieren und obige Theorie einer Modifizierung bedarf.

Xy

. . . - . —i i
Dazu fithrte er mit gewissen unitdren Entwicklungsoperatoren e modifizierte Wellenoperatoren

e i
W(iD) = ts~lim ety ILHOe 1t

— 400

ein, deren Existenz und Vollstdndigkeit er zeigte.

Dieses Resultat wurde von Buslacv/Matveev [2] und Alsholm [1] auf Potentiale V, die im Unendlichen
schwicher als das Coulomb - Potential abfallen, verallgemeinert. Die von diesen Autoren verwendeten

tig wurden dabel mit Hilfe von Funktionen X

Modifizierungen der ‘freien’ Entwicklungsoperatoren e—i
gewonnen, die man iber ein Iterationsschema als angendherte Losungen der Hamilton-Jacobi
Gleichung

DX(pit) = V(pt + VpX(p,t))
erhielt. Hormander [6] verwendete schlieBlich exakte Losungen dieser aus der klassischen Mechanik her
bekannten partiellen Differentialgleichung zur Konstruktion modifizierter Wellenoperatoren, wobei er
allgemeinere als die in den vorangegangenen Arbeiten untersuchten Schrdédingeroperatoren zugrunde-

legte.

Aufbauend auf dieses Ergebnis, das ich im 1. Kapitel zusammen mit der grundlegenden Definition der
von mir betrachteten Klasse von zuldssigen Potentialen entwickeln werde, zeige ich die Existenz und

die Invarianz der Wertebereiche aller beztiglich eines fest gewédhlten zuldssigen Potentials verschieden-



artig modifizierten Wellenoperatoren, sofern die zur Modifizierung verwendeten Funktionen -eine
Néherungslosung der Hamilton—Jacobi Gleichung in einem noch nédher zu prézisierenden Sinne dar-

stellen.

Zur Herleitung dieser Aussage werde ich im 2. Kapitel ein Existenz- und Invarianzkriterium zur
Verfiigung stellen, das es mir dartiberhinaus ermdglicht, unter Ausnutzung der im 3. Kapitel analysier-
ten Eigenschaften iterierter Losungen der Hamilton—Jacobi Gleichung, einen einfachen Existenzbeweis

der von Alsholm et al. untersuchten modifizierten Wellenoperatoren zu erbringen.

Die zentralen Aussagen dieser Arbeit, die sich weniger hinsichtlich ihrer Resultate als beziiglich ihrer
Beweismethoden unterscheiden, sind Gegenstand des 4. Kapitels. Die weitestgehenden Ergebnisse erziele
ich dabei mit einer Methode, die auf Hormander zuriickgeht, wahrend ich mit Hilfe iterierter Losungen
der Hamilton-Jacobi Gleichung zu einer in Bezug auf das Abfallverhalten des Potentials einge-

schrankten Aussage gelange.

In einem abschlieBenden 5. Kapitel werden die gewonnenen Ergebnisse und ihre Konsequenzen in den

Kontext der Streutheorie eingeordnet.

Fiir die Anregung zu diesem Thema und die fruchtbare Diskussion im Vorfeld der Entstehung dieser

Arbeit danke ich Prof. Dr. Rainer Wiist.



1. Grundlegende Definitionen und Sitze

1.1 Bezeichnungen

Ein n-Tupel o = (a, ..., o) mit nichtnegativen ganzzahligen Komponenten «;j nennen wir Multiindex

und setzen

n n j
lof := 3 ay, x* =[] x
i=1

fiir jedes x = (xy, ..., xn) € R". Fiirein f € C'*(R", C) schreiben wir abkiirzend

f fir |a] = 0,
Da‘f:: {

Ox§1...0x{n

Summationen der Form 3 ... bedeuten, daf iiber simtliche Multiindizes o mit k5 < || < Ky
IQOSI(Xlsul
zu summieren ist.

Bezeichnet $(R") := {f ¢ C*(R",C) | s;ulgn |x“D/3{'(x)] < Cqp fiir alle a,f € Nj} den Schwartz—Raum
der schnellfallenden Funktionen, so ist ifX(:fI'cxlsic]'ltlicll eine Teilmenge des zugrunde gelegten Hilbertraums
¥ = L*(R") der quadratintegrierbaren, komplexwertigen Funktionen auf R". Andererseits umfaBt ¢
Cy (R™), den Raum der unendlich oft differenzierbaren, komplexwertigen Funktionen mit kompaktem

Tragerin R", so daf§ ¥ dicht in L7 liegt.
Die Fouriertransformation ¥, definiert durch
(FN)(p) := f(p) := (2m)72 [ "*Pi(x)dx  (f € 2(R")),

ist eine lineare, stetige Bijektion auf ¥(R"), die sich eindeutig zu einem unitéiren Operator in L* fort-
n
setzen 1aBt. (Hierbel bezeichne <x,p> := > x;p; das Standardskalarprodukt im R".)
j=1

n 92
Der Operator —%A = ——% 3 g—z, definiert auf $(R"), besitzt eine selbstadjungierte Fortsetzung H,
= = j:l ¢ xj

2
mit  D(Hg) := {u ¢ L*(R") | [.]2-a ¢ L3R")} und Hgu := ?F‘%% . ﬁ) (u € D(Hp)).

Hy ist der Schrodingeroperator des freien (nichtrelativistischen) Teilchens und heifit der freie oder

ungestorte Hamiltonoperator.



1.2 Kurzreichweitige Potentiale und gewdhnliche Wellenoperatoren

Um zu einem ersten Ergebnis iiber die Existenz von Wellenoperatoren zu gelangen, fiihren wir die

folgende Klasse von Potentialen ein.

Definition 1.1:
Der maximale Multiplikationsoperator, definiert durch die mefBbare Funktion V:R" — R, heifit

kurzreichweitiges Potential, wenn ein M € R existiert, so dafl

JIVEP (1 + [x)™dx < o0 (1.1)
Rn

gilt und fiir fast alle x € R" eine Umgebung Q ¢ R" existiert, so daB gilt:

‘]; (!2' [V(£tx)|? dx)% dt < oo . (1.2)

Bemerkung 1.2: Fiir kurzreichweitige Potentiale gilt $(R") ¢ D(V) = {u ¢ L}(R") | Vu ¢ L3([R")},

denn fiir alle u € $(R") ergibt sich unter Anwendung von (1.1)
2 2\M [ 2 2 2-M
IVally < [IC+1-)™ [l il TV @+ )70 < oo

Der Operator (I, + V) | $(R") ist somit wohldefiniert und in dem Fall, daB er wesentlich selbst-

adjungiert ist, heifit seine AbschlieBung der totale oder gestérte Hamiltonoperator.

Beispiel 1.3: Ist V € L <(R") und gibt es R > 0 und C > 0, so daB fiir ein 6 > 0

VeI < € Ix 7" (IxI > R)

gilt, dann ist V ein kurzreichweitiges Potential, denn mit M = % erfiilllt V wegen

FIVEP (L + x)™Mdx < Co + C; [ 2% rdr < o0
R" R

die Bedingung (1.1) und fiir alle a, b > 0 gilt

1=

T (f IVEOPds)2di <8+ €, | 770 dt < oo u]
1 aglx|<b R/a

t



Satz 1.4: (Existenz gewdhnlicher Wellenoperatoren)
Sei V ein kurzreichweiliges Potential, so da Hy + V, eingeschrinkt auf $(R™), eine selbstadjungierte
Fortsetzung H besitzt. Dann existieren

Wy w := lim e“’He_ZtHo u (1.3)

t—+o0

fir alle w e L*(R™). Wy sind isometrische Operatoren mit R(W.) C Jbqc(H) und erfillen die
“intertwining’ - Eigenschaft
wsH
elS’ 0

C'I'S.U ”/:t — ”/:i: (S € R) " (14)

Beweis: siehe z.B. Hormander [6], Theorem 2.3 oder Reed/Simon [12], Theorem XI.16. |

Bemerkung 1.5: Die ‘intertwining’ - Eigenschalt (1.4) und die daraus resultierende, im Satz nicht
vermerkte Unitdraquivalenz (mittels der Wellenoperatoren) von Hy und der Einschrdnkung von H auf
R(W,), die wiederum R(W,) C ¥,¢(IT) nach sich zieht, ergeben sich alleine aus der Existenz der
starken Limites (1.3) und der Selbstadjungiertheit von Hy und H. Die spezielle Struktur des Potentials

ist bei der Herleitung dieser Eigenschaft der Wellenoperatoren ohne Bedeutung.

Beispiel 1.6:  Sein > 3 und 6 > 0. Ist V: R" — R meBbare Funktion mit |V(x)| < C (1 + |x|)_1_5
fiir fast alle x € R", dann ist, wie in Beispiel 1.3 gezeigt wurde, V kurzreichweitig. Da V € L™ und
damit D(Hy) € D(V) = L*R"), sowie (IVull, < VIl llull, fir alle ue L%(R") gilt, ist V
Hy— beschrdnkt mit Hy- Schranke 0 und dem Satz von Kato-Rellich zufolge ist H = Hy + V
selbstadjungiert mit D(H) = D(Ily). Der Satz 1.4 liefert in diesem Fall also die Existenz der

(gewohnlichen) Wellenoperatoren. O
1.3 Das Coulomb —~ Potential und die Notwendigkeit modifizierter Wellenoperatoren

Ein physikalisch relevanter Vertreter einer Klasse von nicht kurzreichweitigen Potentialen ist das
Coulomb - Potential V(x) := 5 ]xl‘l, v € R. Es entsteht nun die Frage, ob die Voraussetzungen des
Satzes 1.4 zur Existenz der (gewdhnlichen) Wellenoperatoren derart abgeschwécht werden konnen, daf§
sie auch von V. erfiillbar sind. Daf dies nicht der Fall ist, wurde bereits einleitend bemerkt und ist die
Konsequenz einer Arbeit von Dollard, der Existenz und Vollstdndigkeit sogenannter ‘modifizierter’

Wellenoperatoren fiir das Coulomb - Potential zeigte.



Um zu prazisieren, was unter einem modifizierten Wellenoperator zu verstehen ist, zunidchst die

folgende

Definition 1.7:
Sei X:R"x R — R meBbar. Bezeichnen Xt fiir alle t € R die unitiren Operatoren in L%(R"),

definiert durch
c_lxt ui= g} (e_lx("t) ﬁ) ,

und existieren fiir einen selbstadjungierten Operator H mit D(H) D> D(H,)

s 0 0 _iX
Wi u = lim etlle ltHoe iy (1.5)
* t—+o0

fir alle u € L*(R"), so heiflen W die mit X modifizierten Wellenoperatoren.

Bemerkung 1.8:  Die unitdren Operatoren e_IXt und e 1Mo sind dem Spektralkalkiil zufolge
Funktionen von —iV _, so daB sie fiir alle t € R vertauschen. Damit 148t sich (1.5) auch schreiben als
ap -itHp-iX
W, = tsiii]goeltﬂe 1LH-1A¢ .
Satz 1.9: (Dollard)
Seien V(z) 1= v |27t (z € R®\{0}), v € R und

lo

ysign(?) lgl’lm

1 > 1, p e R:\{0}
X(D)(p,t) == {

0 ; sonst .

Ist H, eine selbstadjungierte Forlselzung von Hy + Vi, eingeschrinkt auf h"(Rs), so existieren die mit
(D)
X

modifizierten Wellenoperatoren

T » D)
WiD) = shim eZU[Ce_”HO_ZAt

t— to0
WiD) sind isometrische Operatoren mit R( 1,1/_{1))) = R( W{D)) = Yoqc(Hp) und erfillen

isH s
le ) = Wl S semy.

Beweis: siehe Dollard [4], Theorem 1 u. 2. ]



Bemerkung 1.10:

i) Die Wahl von X<D) erscheint an dieser Stelle etwas abrupt, sie wird jedoch spdter im Rahmen all-
gemeiner Betrachtungen tiber die Bildung modifizierter Wellenoperatoren eine nachtrégliche Motivation
erfahren. In dem Zusammenhang sei auch auf den dort erbrachten einfachen Existenzbeweis verwiesen.
(vgl. Beispiel 3.6)

ii) Setzt man fiir ein R > 0 V; := V- - xR, wobei xg die charakteristische Funktion auf Bg(0) dar-
stellen soll, und V, := V. — Vy, so ist offensichtlich V; € L*(R®) und V, € L®(R®). Nach einer
Folgerung aus dem Satz von Kato-Rellich besitzt die Einschrdnkung von Hy 4 V- auf $(R?) eine

selbstadjungierte Fortsetzung H- mit D(I ) = D(H,).

Satz 1.11: (Nichtexistenz der gewdhnlichen Wellenoperatoren im Coulomb - Fall)
Seien Hy und H, wie in den Voraussetzungen zum Satz 1.9 gewdhli. Dann ezistieren

it -itlly

s-lim e nicht.

t— 00

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir zwei Lemmata.

Lemma 1.12:

Sei X eine reellwertige, meBbare Funktion auf R™ x R. Ezistieren die mit X modifizierten Wellen-
operatoren

i ~1tHo-1X,

Wy = s-lime
t— +o00

fiir einen selbstadjungierten Operator H mit D(H) D D(H,), so ist

S T 2. ¢ wHy _itH
Wi = tﬂzjzgge e e Py, (1.6)

wobei Py die orthogonalen Projektionen auf R(W,) bezeichnen.

Beweis: Secien u, v € L*(R"). Dann gilt mit P := P, , W := W, nach Voraussetzung

X, itH, i 11 —itHg-iX
|((e1 telttlo it p _ yyey V) < (1w P (e PR Wy v))

s —1tH-1X
ot 1bHo-1A¢

< lafl 11€ — W) vl

—0 (t— o00).



Sei nun u € R(W), dann gibt es ein v € L*(R") mit u = Wv, so daB

(w*u, f) = (u, Wf) - (Wv, Wf) - (v, f)

fir alle f € L*(R"), d.h. W*u = v gilt. Somit folgt
% o IXy it eI .
[W¥u|| = ||v]] = |Wv]] = |]u|| = thm [le “e e u|| fiir alle u € R(W).

(1.6) folgt nun aus der Tatsache, daB die schwache Konvergenz zusammen mit der Konvergenz der

Normen die starke Konvergenz impliziert. (Fiir t < 0 verfihrt man analog.) B

Lemma 1.13:
Sei N eine abgeschlossene Nullmenge in R". Dann ist

DR™MN) := {u e L*(R") | & ¢ CoO(R™\N)} dicht in L*(R™).

Beweis: Da die Fourlertransformation nach dem Satz von Plancherel eindeutig zu einem unitdren
Operator auf L%(R") fortgesetzt werden kann und Cg°(R") dicht in L*(R") ist, geniigt es zu zeigen, da8
Cg°(R™N) dicht ist in Cg (R").
Zu jedem j € N gibt es nun, da N abgeschlossene Nullmenge ist, eine offene Umgebung UJ- von N mit
Lebesgue-MaB 1(U;) < % und w; € C™(R™ mit 0 < wj(x) < 1fir alle x € R" und
0 firx € N,
wj(x) := {

1 firx ¢ UJ-.

Sei u € Cg°(R") und ¢ > 0, dann ist wj-u € Cg”(R™MN) fiir alle j € N und es gibt ein i, € N, so dafl
fir alle j > j, gilt

= e - ul = [1L = w0l UG dx

J

IN

CARET

IN
~
o
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Beweis von Satz 1.11: (fiir t > 0)

Angenommen W := W, = %‘Jilll cit'ne_ltHO existiere ( H := H¢ ).

— o0
Dann definiert W einen isometrischen Operator mit R(W) C Ja¢(H) (s. hierzu Bemerkung 1.5).
Seien P := PSrD) die Projektion auf R(WELD)), u € L*R®) und ¢ > 0. Wegen der Vollstandigkeit von
“’SLD) ist R(W) C R(P) = ¥,¢(H) und auf Grund der Annahme gibt es ein T > 0, so daf§ fur alle

t>T
i -itH it —itH
1@ — P) e 0wl < @ — Py Wl + |1 = P) (e — W) ]l
< fEte™o —wy
<ce¢
Somit ist
. : it -itHg
w-lim (I — P)e e =0 (1.7)
t—o0
und es bliebe noch
. _'t £
wlim P eltle™ Ho _ 0 (1.8)
00

zu zeigen, denn (1.7) und (1.8) liefern im Widerspruch zur Annahme

W = s-lim eit'Hc—ltHO = w-lim eitHe_ltHO = 0

— o0 t—doo

Zum Nachweis von (1.8) seien u, v € L*(R®) gewéhlt. Dann ist mit X := XgD) und W= WSD)

(Bezeichnungen wie in Satz 1.9)

. —‘. % T _'X X
|<u, P eltue ikHo v)| = ](Pu, elt’He ltHoe ! te1 tV)l

’X B 0 v % 'X 'X
e e ot b w @y u et v 4 (WP, o))

IN

Nach Anwendung von Lemma 1.12 geniigt es

" —iXt
w-lim e =0 (1.9)
t—o0

7u zeigen.
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Dazu setzen Wil‘
é(t) := 7 log(t) = |p|-X(p,t) (p € R*\{0},t > 0), (1.10)

W= |%| und r 1= ﬁL)I (p € R%\{0}).

Seien nun u € L? und v € D(R*\{0}). Dann ist

PO T v(p) dp

-iX
(u, g = v) =
3

A—

—ig(t)-lpl™t = i
WP R (iplw) ¥(Iplw) dw [p|? dip]

w|=1

g

= T et w(r) dr,

wobei mit
wir) = [ A9 (%) v dw (@ >0)
|

u’l:l
wegen
g w(r) dr = [ a(p) ¥(p) dp

R3 .

w € LY([0, c0), dr) gilt. Bezeichnet F die nach dem Riemann-Lebesgue Lemma eindeutige Fortsetzung

der Fouriertransformation von L'(R) nach Co(R), dem Raum der im Unendlichen verschwindenden,

stetigen Funktionen, so ergibt sich
(7)1 < @) 1w G
=0 (lét)] — o0),
was nach (1.10) fiir t — oo der Fall ist.

Aus der Unitaritit von ¢~ 't und Lemma 1.13 erhdlt man nun (1.9), womit die Annahme, die

ewohnli , eratoren existierten, Viderspruch gefithr .
ewdhnlichen Wellenoperatoren existierten, zum Widerspruch gefiithrt wurde



1.4 Definition langreichweitiger und zulissiger Potentiale

Definition 1.14:

i) SeiV e C™(R", R) fiir ein x € N und 6 € (0, 1). Der maximale Operator der Multiplikation mit
V| heiBlt langreichweitiges C"- Potential mit Abfallexponent §, wenn es eine Konstante C > 0 gibt, so
daB fiir alle & € N mit |a| < & gilt:

DV (0 <CU+ XD (xeR"). (1.11)
ii) Der Operator V heiBt zulissiges Potential, wenn V in die Summe zweier Potentiale Vg und V|

zerlegt werden kann, so daB Vg kurzreichweitig und V| ein langreichweitiges C"- Potential mit

Abfallexponent § ist, wobei gilt:

% flir w=1,
o > { é fir k=2,
0 fir k>3.

Beispiel 1.15: Sei V(x) := v|x|™" (x € R™{0}) mit v € R, § € (0, 1] und n > 3. Dann ist V ein
zuldssiges Potential, wie folgende Betrachtung zeigt.
Wihlt man w € CT(R") mit 0 < w(x) < 1 und
0 firx € By(0),
w(x) ::{
1 fiir x € By(0),
fiir alle x € R" und definiert Vi =V .wund Vg:=V — V|, s0ist V € C* und fiir alle « € N gibt

es ein C,; > 0, derart daB fiir alle |o| <  gilt:
DV ()] < Ce (1 + XD (x € R"),

wobei im Fall 6§ = 1 diese Abschitzung fiir jedes §' € (0, 1) an Stelle von § erfiillt ist. Da Vg€ L2, ist

klar, daf} Vg kurzreichweitig ist. O

Bemerkung 1.16:  Die Aufspaltung eines zuldssigen Potentials in einen kurz- und langreichweitigen
Anteil ist, wie obiges Beispiel verdeutlicht, keineswegs eindeutig. Im allgemeinen wird man versuchen,
die Zerlegung so zu gestalten, dafl der langreichweitige Anteil so glatt wie moglich, also etwa aus C*°

gewdhlt werden kann.
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1.5 Losungen der Hamilton—Jacobi Gleichung und die Existenz modifizierter Wellenoperatoren

Wie wir in Satz 1.11 gesehen haben, existieren im Fall des Coulomb-Potentials, der als ein Grenzfall
eines zulassigen Potentials mit ecchtem langreichweitigen Anteil angesehen werden kann, die
gewohnlichen Wellenoperatoren bereits nicht.

Ist V ein zulédssiges Potential und H eine selbstadjungierte Fortsetzung des auf .‘?(Rn) eingeschrankten
Operators Hy + V mit D(Hy) C D(H), so ist nun zu untersuchen, unter welchen Bedingungen an eine
geeignet zu wahlende mefBbare, reellwertige Funktion X, definiert auf R" x R, die Existenz der mit X

modifizierten Wellenoperatoren
g —itHy-iX
W, = slim eltHe ot (1.12)

t—+co

gewdhrleistet ist.

oitH —l'dHo 1Xy

Durch Anwendung des Cauchyschen Konvergenzkriteriums auf hy(t) := u laft sich die

Existenz der starken Limites in (1.12) nachweisen, indem man zeigt, daf es zu jedem u € LQ(Rn) ein
Ty > 0 gibt, derart daf

T (bl + & hu(=0)ll ) dt < oo (1.13)
Tu

gilt, vorausgesetzt hy ist stark differenzierbar.

S o i -itHy-1X . :
Wegen der Unitaritdt der beteiligten Operatoren M ynd e 07 geniigt es, (1.13) fiir alle
diejenigen u zu zeigen, die einer die Differenzierbarkeit von hy erméglichenden dichten Teilmenge von

L2 entnommen sind.

—itH-iX,

Betrachtet man gy(t) :=e u auf der Lemma 1.13 zufolge in L? dicht liegenden Teilmenge

DR™) = {u e LAR") |0 ¢ CF(R")}, so ist gu(t) € $(R") C D(H,) C D(H) fiir alle t € R . AuBer-
dem ist, sofern X € Cl([Rn x R, R), gy differenzierbar auf 9, denn

.('grt + X(p,))

bezeichnet w(p,t) := , so ist weCl und %(w(p,t—i—r) — w(p,t)) konvergiert

punktweise gegen —;—Lw(p,t,) {fir 7 — 0. Somit folgt, da supp 4 kompakt ist,

gty — OI8Oz _ b y(Bey 1y Lw(pidn) — w(p) - 2(p) dp
supp G
<yl

fiir alle |7| < 7y mit einer Konstanten Cg, die nur von 75 > 0, t € R und u € 9 abhangt.
Mit dem Satz von Lebesgue ergibt sich daher %gu(t) = —i(HO + (%Xt) gu(t), was sinnvoll ist, da
gu(t) € 2(R") C D(Hy) N D(_%Xt).
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Bezeichnet man mit U(t) := D die stark stetige, einparametrige unitdre Gruppe, erzeugt durch den
selbstadjungierten Operator I, so ist U(t)v fiir alle v € D(H) differenzierbar und d U(t)v = iU(t)Hv.
Somit ergibt sich die Differenzierbarkeit von hy fiir alle u € 9D aus der leferenZIerball\elt von g, und

der bereits erwahnten Tatsache, daff g, (t) € D(H) fiir alle t € R ist, und es gilt:
dth“( ) = U(t) <1H§;u( lt&u(t)) it ( = Hg = ;%Xt) gu(t),

wie aus der nachstehenden Abschdtzung ersichtlich wird:

gk, ey — RulET)=hu(t),

< gy — =0 ) 4 juen) (g““) =S %gu(t))n

+ (V) — U Jdeu®l

< ”(%U@) - M) g + | gu(n) — BFT) =8,

+ I(U(t+r) = U )Eeu®)l

fiir alle |7| < 7, wo 7¢ > 0 entsprechend einem vorgegebenen ¢ > 0 hinreichend klein gewéhlt ist.

Hat man nun eine Zerlegung des zuldssigen Potentials V = Vg + V| in einen kurzreichweitigen An-
teil Vg und einen langreichweitigen Anteil V|, so erhdlt man auf Grund der vorhergegangenen Unter-

suchungen

IOl = 10T = o= £X0) gu(®ll < Vs gl + (VL= 2X) u®ll . (114)

Im Hinblick auf (1.13) laBt sich der erste Summand in (1.14) mit den gleichen Methoden wie in den
Beweisen zur Existenz gewdhnlicher Wellenoperatoren abschidtzen, wéhrend sich im zweiten

Summanden

Ipl“

9% <x,p>—15t-X(p,1))
= ()QLX) NOIEN] Al(VL(x) — %“}(I%U) jesop Rt ii(p)|* dp,
supp u



mit den Methoden der stationdren Phase behandelt, die wesentlichen Beitrdge des Integrals mit

oszillierender Amplitudenfunktion in den Punkten p € R™{0} mit

V. (<x pf? _
p | <xp> — 5t — X(p,t) ) = 0,

d. h. fiir x = pt + VpX(p,t) ergeben. (vgl. Hormander[6] und Knabe[11])

Ziel aller Bemiithungen wird es daher sein, X € Ct so zu wéihlen, dafl die nachstehende nichtlineare

partielle Differentialgleichung, die aus der klassischen Mechanik auch als Hamilton-Jacobi Gleichung

bekannt ist, in dem Sinne erfilllt wird, dafl

\/L([)t + VpX(p,t)) - %}(p,t,) =0  (peK |t > Tk) (1.15)
fiir jedes Kompaktum K C R™{0} gilt, wobei Tk > 0 in Abhingigkeit von K hinreichend grof
gewdahlt werden kann. (In den vorangegangenen Betrachtungen miifite daher genaugenommen

u e DR™M{0}) C DR") gewihlt werden, so da supp @ CC R"\{0} gilt.)

Bevor wir nun eine Aussage hinsichtlich der Existenz von ‘Losungen’ der Hamilton-Jacobi Gleichung
(1.15) treffen, wollen wir die Voraussetzungen an den langreichweitigen Anteil V| , wie sie in Definition

1.14 formuliert wurden, leicht verschéarfen.

Voraussetzung 1.17:
V| ist eine reellwertige C*°- Abbildung auf R", so daB es zu jedem o € Ng positive Konstanten C,

gibt, derart daf
DV ()] € Ca (1 + )™M (x e RY) (1.16)

erfiillt ist. Hierbei ist (111(j))j:N0 eine konkave Folge, definiert durch

m(j) := .
5) S0 4 Ik fiip | A
o T Rp ur j > Ko,

{50+j fir 0 <j < Ko,

mit ky € Nund §, € (0, 1).
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Die obige Voraussetzung ist nur eine scheinbare Restriktion der Klasse der zuldssigen Potentiale, wie

aus folgendem Lemma ersichtlich wird.

Lemma 1.18:
Sei V ein langreichweitiges C*- Potential mit Abfallexponent § > 0.
Dann gibt es eine Zerlegung V= Vg + Vp, so daBB V, € C® der Voraussetzung 1.17 mit ko = k und

8o = 6 geniigt und der kurzreichweitige Anteil Vg fir alle Multiindizes o mit 0 < |o| < k—1

1D V()] < Cg (1 + o) *7°0Y (2 € R") (1.17)
mit einer Konstanten Cg > 0 und o(j) := 6 + N;] (0 <7< k=1) erfullt.
Bewers: im Anhang unter Lemma A.5. [}

Satz 1.19:
V, erfille dic Voraussetzung 1.17 mit ry, € N und &5 € (0, 1). Dann gibt es ein
X € CT((R™{0}) x R, R) mit X(p,0) = 0 fiir alle p € R"\{0} und den folgenden Eigenschaften:
i) Zu jedem Kompaktum K C R™\{0} gibt es ein Ty > 0, so daf
X (p) = VL(pt + V,,X(p,t)) (1.18)

fir alle p € K und |t| > Ty erfullt ist.

i)  Zu jedem o € N§ und jedem Kompaktum K C R™\{0} gibt es eine positive Konstante Co K> 80
daB fir alle (p,1) € K x R

18 X(p,0)] < Cagc (1 + [2f)'700% #UD (1.19)

1D W(pt)| € Coe (1 + [g)"+H0=D (1.20)

IA

gilt, wobei W(p,t) := LZ:—'] + X(p,t) und p(j) := maz {0, 741 — m(j+1)} (G € Nyu{-1}).

(d. h. es gilt insbesondere p(j) = 0 furj < ky)

Beweis: sieche Hormander [6], Theorem 3.8. |
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Die fiir diese Arbeit grundlegende Existenzaussage beziliglich modifizierter Wellenoperatoren wird in
dem nachfolgenden Satz bereitgestellt und wurde erstmals mit Hilfe des Satzes 1.19 und den Methoden

der stationdren Phase in der bereits zitierten Arbeit von Hormander bewiesen.

Satz 1.20: (II6rmander)

Sei. V="Vg+ V, cin zulissiges Polential mit der Eigenschaft, dall Vg kurzreichweitig ist, V; die
Voraussetzung 1.17 erfillt und daB Hy + V, eingeschrinkt auf $(R™), eine selbstadjungierte Fort
setzung H besitzl.

Erfillt X € CT((R™\{0}) x R, R) die Eigenschaften (1.18) - (1.20), wie in Satz 1.19 aufgefiihrt, dann
existieren die mit X modifizierten Wellenoperatoren Wy und ste definieren isometrische Operatoren,

die die ‘intertwining’ - Eigenschaft erfillen und fir die R(W,) C ¥qc(H) gilt.

Beweis: s. Hormander [6], Theorem 3.9 und Knabe [11]. ]

Beispiel 1.21: Wir betrachten das oszillierende Coulomb - Potential V5 -(x) := Einl(i—)lilp) (x € R®\{0})
mit einem p € (0, 1).

Mit einem w € C®(R?®), wie in Beispiel 1.15 gewiihlt, definieren wir VoL := Vo + w und erhalten
Vos :=Voc — VoL € L*(R%), so daB Vg kurzreichweitig ist.

Wir wollen nun zeigen, dafl V5, € C® die Voraussetzung 1.17 erfiillt.

Mit Hilfe des Abschitzungslemmas fiir verkettete Funktionen Lemma A.3 gewinnt man aus

IDY(Ix|")] < Cpy (1 + [x])*™!
die Abschétzung

) . [~] i ke
D" sin (|x|")] < P CJ{ . max{ [1Ck, (1 + |x|)" | 3k = |7|}
j=1 =1 =1
[
< 3 ¢ (11 C) @+ ey
Jj= 1=

IN

6|—)| (1 4 IXD|’7| (p-1)

fir alle [x| > 1, |y| > 1 mit Konstanten C‘I‘YI > 0.



Nach Anwendung der Produktabschédtzung aus Lemma A.1 folgt fiir alle @ € Ng

o sin (Ix), _ & —lvl(t=p)=18l-1
D" ———— Do)t Mmax 1 4+ |x
| r | S Gl a3 BD
< Cpa (1 4 [x)) 7107270 (Ix| > 1),
so daf
& = =0)4] 8
ID® Vo (x)| < Gy (1 + [x]) (x € RY)

gilt, wol > 1—p =tdégund j(l—p) + 1 =] — (—1)p + 6 =21+ 65 =: ; G € N).

Somit erfiillt Vi (1.16) mit m(j) = ¢; fiir alle j € Ng, wobei £, =1 und 8y = 1—p, d.h. fiir p < 3

ist V5 ein zuldssiges Potential getreu der Definition 1.14.

Im Gegensatz etwa zum (klassischen) Coulomb - Potential haben wir es hier jedoch mit einem zu-
lassigen Potential mit echtem langreichweitigen Anteil zu tun, fir das auch, wie sich spater heraus-

stellen wird, die gewdhnlichen Wellenoperatoren existieren. O
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2. Existenz- und Invarianzkriterien

Die im vorausgegangenen Kapitel zuletzt zitierte Existenzaussage von Hormander 148t den Einwand
gerechtfertigt erscheinen, daf die modifizierten Wellenoperatoren zumindest in zweierlei Hinsicht von

. . . . . e o0 . .
einer relativ willkiirlichen Wahl der modifizierenden C™- Funktion abhédngen.

Zum einen ist ndmlich, wie bereits bemerkt wurde, die Zerlegung eines zuldssigen Potentials in einen
. o . . . . o, o0 . . . .
kurzreichweitigen Anteil und einen langreichweitigen C™- Anteil nicht eindeutig, was zur Folge hat,
& a . . . . . () oo
daB zu zwei verschiedenen Zerlegungen im allgemeinen auch unterschiedliche C™ - Losungen der

Hamilton-Jacobi Gleichung (1.18) geméB Satz 1.19 existieren.

Zum anderen garantiert Satz 1.19 nur die Existenz, nicht aber die Eindeutigkeit einer Losung der
Hamilton-Jacobi Gleichung zu ecinem fest vorgegebenen C™- Potential, zumal die dort vorgegebene
Anfangsbedingung eine willkiirliche Festlegung darstellt, die ohne Einflu} auf die Asymptotik der

Losungen ist.

Dariiberhinaus wird sich im Laufe spaterer Untersuchungen zeigen, dafl auch unter weniger restrik-
tiven, als den in Satz 1.19 formulierten Bedingungen zur Modifizierung geeignete Funktionen bestimmt

werden kénnen, so dafl die zugehdrigen Wellenoperatoren existieren.

Es erscheint somit sinnvoll, Bedingungen herzuleiten, unter denen gewisse Eigenschaften modifizierter

Wellenoperatoren im Hinblick auf die hier angesprochene Nichteindeutigkeit invariant bleiben.

Eine grundlegende, nicht nur physikalisch plausibel anmutende Invarianzgréofe ist der Wertebereich
eines Wellenoperators. So ergéibe sich beispielsweise als Konsequenz aus einer Invarianzaussage hinsicht-
lich der Wertebereiche zweier, beziiglich eines fest vorgegebenen Hamiltonoperators verschiedenartig
modifizierter Wellenoperatoren, dafl der Nachweis der Vollstandigkeit des einen unmittelbar die

Vollstandigkeit des anderen Wellenoperators implizierte.

Der folgende Satz gibt nun Aufschluf dariiber, welche notwendigen und hinreichenden Bedingungen an

die modifizierenden Funktionen eine derartige Invarianzeigenschaft sichern.



2.1 Kiriterien fiir die Invarianz der Wertebereiche verschiedenartig modifizierter Wellenoperatoren

Satz 2.1:
Seien X und X reellwertige, meBbare Funktionen auf R® x R und N C R"™ Nullmenge.

i)  Euazistieren die mit X und X modifizierten Wellenoperatoren

itH e—ilHO-z'X,

1V — o i
W, = 15_7121& e (2.1)
und ~
Wy = slim 6MHe_”HO_ZXt (2.2)
t— +co
fiur einen selbstadjungierten Operator H mit D(H) D D(Hy) und gilt
R(W,) = R(W,) (2.3)
und
R(W_) = R(W_), (2.3)
5 4 n f-il- 3
so gibt es meBbare Funktionen Iy : R™ — C, |F.| "= 1 mit
(X (p,t) — ‘\ ), ) —
}[:ICZ( (»,1) (r,1)) _ Fi(p)' d]) t__i_}oo 0 (2'5)
\
fir jedes Kompaktum K C R”.
y : ; n fi. o o
it)  Gibt es umgekehrt meBbare Funktionen Fy : R" — C, |Fy| "= 1, fir die
/L{]) € [\"| [cY(‘X“"U - X)) _ Fo(p)| > a} = (2.6)

firalle ¢ >0 und K CC R™\N erfilll ist, so gilt:
Die mit X modifizierten Wellenoperatoren W, existieren genau dann, wenn die mit X modifizierten
Wellenoperatoren Wi existieren. In dem Fall, dal W, oder Wi existieren, gibt es unitire Operatoren

Uy, definiert durch

Usu 1= F7(Fu() ) = lim Grl(e”""("” =Kot i) (u € L?), (2.7)

1— + o0

so daB} folgende Beziehung gilt:

W, = WU, . (2.8)



Beweis: (firt > 0)
ad i): Bezeichne P die Projektion auf R(W,) und P die auf R(W), so ist nach Voraussetzung (2.3)

P = P. Seiu € LR") und ¢ > 0, dann gilt mit W := W, und W := W, fiir alle t > 0

. (X, ~ X « iX¢ iHN Xt _itH/w itH -iX
H(W*VV - el( t t)) ul| < ||(W* =g tc_]LH) Wul| + He1 te_ltH(VV _ eitH ™ t) ul|

iX, : I ¢
< (w* - e temitl P) Wal| + ||(W — ¢i*fe ' Yl (2.9)

Nun gibt es wegen (2.2) ein T > 0, so daB fiir alle t > T, der zweite Summand in (2.9) kleiner als %
ist. (2.1) zusammen mit Lemma 1.12 liefert fiir v := W u die Existenz eines T, > 0, so daB fiir alle

t > T, gilt:

[ S [e)

.
”(\’V* — el te-itH P) vl <

Mit vy :=F (\V*VV u) gibt es somit zu jedem u € P(R") ein Ty := max {T, T.}, derart daB fiir
alle t > T, gilt:
(X, 1) = X)) . 2
S 1CED XD 5y v p)Pdp < ez (2.10)

supp a

Ist Ky C Ky C... CKjC...eine Folge von meBibaren Mengen mit U K; = R" und u; € D(R") mit
‘ j=1
supp ﬁj D Kj und ﬁj(p) = 1firallep € I(j (j € N), so gilt

(X1 - X(., -~ (X)) = X(,1) . 1

f Iel( (..t) (.,t)) _ Vuj(P)| (1]) S II(I\J> . ( f ICI( (.t ..) UJ(P) _ Vuj(P)IQ dp)2
K supp U,
J J

— 0 (t — o0), (2.11)
fir alle j € N, wobei (2.10) und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung benutzt wurden.

Aus (2.11) 148t sich jedoch erschen, dafl Vujﬂ(l)) = vuj(p) fiir fast alle p € KJ- C KJ-+1 und somit

F(p) := lim_vu(p)
fiir fast alle p € R" existiert. F ist als f. ii. punktweiser Limes einer Folge meB8barer Funktionen mef-
bar und es gilt |[F(p)| = 1 f. f. a. p € R". Da jedes Kompaktum K C R" in einem K; fir ein j) € N
0

enthalten ist, folgt demnach (2.5) aus (2.11).



ad ii):  Sei I := I} eine meBbare Funktion mit |F| =1 f. ., fir die (2.6) gilt. Wir zeigen zunéchst,
daf B
-1 1; . 5 )i(Xt_Xt)

FH(BGL ) = glim e

: 5 s ; oy : - s T2/moN .
gilt, wobei die rechte Seite existiert und einen unitédren Operator in L*(R") definiert.

Seiu € L(R"™) und ¢ > 0. Dann gibt es ein K ¢ C R™N, so daB

w

I

I lap)?dp < &
RH\K

N

8

gilt. Setzt man
o SERICSCRINEP R R -
Ky = {P SN [ le Fp)l < \I_sllull}’

so existiert nach Voraussetzung (2.6) ein T¢ > 0, so daB fir alle t > T,

2
€
12 Juy?

( K\Ky o) <

gilt. Damit ergibt sich fiir alle t > T

i(X,-X
Cl( t t)11 =

[ (5 () )2 = [ !0 - XCD _p)2 )2 dp

Rn

. i(X(p,t) — X(p, .
<4 Iu(1>)|2dp+£le'( (.8 = X®D) _ g2 Ja(p)|? dp

K\kt,e Kt,f

C [ fa(p)[2 dp

+
3 - RN

Da nach Voraussetzung |I'|= 1 {. @i. gilt, ist durch U := G.F_l(F(.) ﬁ), (u € L*(R")) ein unitérer
Operator definiert, fiir den (2.7) Giiltigkeit besitat.
Setzt man nun etwa die Existenz des mit X modilizierten Wellenoperators

sy —itHp-1X
W:= W, = s-lim eltHe S
t—

voraus, so erhdlt man fiir ein beliebiges € > 0



= 95 =

eitHe‘it‘HO_iXt “ _ CiLHe—itHO—ixtei(xt—xt)u

[|[WUu — [[WUu — I
o —itHg—iX sy =itHg=iX (X=X
< |IWUu — et o tou|| + ||e1tHe B Y(Uu — el( t t)u)||

o =it g-iX iX,-X
Cn.He‘ 1A e( t=A¢)

< [I(W - ) Uull + [|(U - ) ull

< ¢

fiir alle t > Te¢, wobei T, > 0 hinreichend groB gewihlt ist, was nach der Voraussetzung an W und
der oben gezeigten Eigenschaft von U mdglich ist.
Setzt man umgekehrt voraus, daf der mit X modilizierte Wellenoperator W := W, existiert, so zeigt

man dhnlich wie in Lemma 1.12, daf3

o 08 ) (X -Xp)

U = slim e = U*= slim e
t— oo t— o0

gilt und analog der obigen Beweisfithrung ergibt sich dann

. it —iX
W T = slmeitde = 0 -t
t—o

Im Hinblick darauf, fiir die folgenden Untersuchungen ein praktikables hinreichendes Kriterium dafiir
zur Verfiigung zu haben, daf sich sowoll die Existenz als auch die Vollstdndigkeit zweier verschieden-

artig modifizierter Wellenoperatoren gegenseitig bedingen, leiten wir eine Folgerung aus Satz 2.1 ii) ab.

Korollar 2.2:
Seien n > 2, N C R" eine abgeschlossene Nullmenge und X, X reellwertige, meBbare Funktionen auf

R" x R, so daB8 eine der beiden nachfolgenden Bedingungen erfillt ist:

i) Es gibt zu jedem K CC R™\N e¢in g € LNEK) mit

(X (p, - X ), — 400
[1&EOV X0 ol TEE o, (2.12)
K

i) lm (X(p,0)—=X(pyt)) cuistiert fir fast alle p € R". (2.13)

t—r 400

Dann existieren die mit X modifizierten Wellenoperatoren Wy genauw dann, wenn die mit X modi-
fizierten Wellenoperatoren W cxistieren, und i dem Fall, dal Wy oder W, existieren, gibt es
unitire Operatoren Uy, so daB} gult:

W, = WU, .



Beweis: (fiir t > 0)
ad i):

(o]
Sei Ky C Ky C ... C KJ- C ... eine Folge von Kompakta, enthalten in R"\N, so daB [J KJ. S R™N.
j=1

Nach Voraussetzung gibt es zu jedem j € N ein g€ LI(KJ-), sodaBmit Y:=X — X

— 0

. 1Y (p,t , t
J1EYED gy ap S

K;

gilt. Insbesondere ist damit g; ;(p) = g;(p) fiir fast alle p € K; C K;, 4 (G € N) und somit existiert

G(p) := lim g;(p)

j—o

fiir fast alle p € R". G ist meBbar und es gilt |G| = 1 f. . .

Sei nun K ¢ C R™N und ¢ > 0, dann ergibt sich mit der Bezeichnung ¢,(p) := |eiY(p’t) — G(p)| fir
alle p € R"
#lp € K| 6,0) 2 0} < 5 [4,() d, (2.14)
denn mit K, ¢ := {p € K | ¢,(p) > o} ist
Je,p)dp= [ ¢,(p)dp + [ ¢,(p)dp
K Kot K\Kog,t
> [ ¢,p)dp
Ka,t
>0 (Ko ).
Da die rechte Seite von (2.14) fiir t — oo gegen Null konvergiert, erfiillt G damit alle Voraussetzungen

von Satz 2.1 ii).

ad ii):

Sei K cC R" und g(p) ::tli_m (X(p,t)—X(p,t)) fiir . a. p € K. Dann ergibt sich fiir alle t > 0
f|0i(X(p't) - X(p,t)) _ Cig(p)l dp = f|ei(x(p't) - X(p,t) - g(p)) _ 1| dp (215)
K K

<2 pu(K).

Auf Grund der Voraussetzung (2.13) folgt mit dem Satz von Lebesgue, dafl eig(p) € LY(K) ist und das
Integral in (2.15) fiir t — oo gegen Null konvergiert.

Zusammen mit Teil 1) dieses Kovollars impliziert das die Behauptung. ]



2.2 Gewohnliche Wellenoperatoren im Kontext der modifizierten Theorie

Eine erste Konsequenz aus Korollar 2.2 kdénnen wir jetzt bereits fiir gewdhnliche Wellenoperatoren

ziehen.

Satz 2.3:

Sei der mazimale Operator der Multiplikation mit ciner reellwertigen, meBbaren Funktion V auf R"
derart gegeben, daB D(V) D $(R") und Hy 4V, eingeschrinkt auf $(R™), eine selbstadjungierte
Fortsetzung H besitzt.

Ist X eine reellwertige, meBbare Funktion auf R" x R, fir die
X.(p) = {_lizgwf\(p,‘[,)

n 5 s " & 5 5 - e, 3
ffoa. p R ewstieren, so caistieren die mit X modifizierten Wellenoperatoren W, genau dann,

wenn die gewdhnlichen Wellenoperatoren

I"V(io) = s-lim ei{He_i{HO
t— +co

existieren. In dem Fall, dal W, oder W’io) existieren, gibt es unitire Operatoren Uy, so dafl
We = WU, mit Uges= 57 00) (ue PR

erfullt ist.

Bewets: Die Aussage geht unmittelbar aus Korollar 2.2 hervor, wenn in Betracht gezogen wird, daf}

. N . . . . . . 0 . .
nach der oben eingefithrten Terminologie die gewdhnlichen Wellenoperatoren W(i) die mit
X(O)(p,t) := 0 modifizierten Wellenoperatoren darstellen. ]

Bemerkung 2.4:
Satz 2.3 in Verbindung mit Satz 1.4 ergibt insbesondere die Existenz mit X modifizierter Wellen-

operatoren, sofern : lim X(p,t) f. f. a. p € R" existieren und V ein kurzreichweitiges Potential ist.
—> 400

Wir werden spéter an Hand eines Beispiels sehen, dafl der Satz 2.3 auch dazu geeignet ist, die Existenz
gewohnlicher Wellenoperatoren in dem Tall zu sichern, in dem die Methode von Cook versagt, die

Existenz gewisser modifizierter Wellenoperatoren jedoch gezeigt werden kann.



2.3 Definition zeitabhiangiger Modifikatoren und eine erste Existenz- und Invarianzaussage

Um die Ideen, die den Methoden dieser Arbeit zugrundeliegen, transparent zu machen und die Vor-
gehensweise zu motivieren, wollen wir die angestrebte Invarianzuntersuchung zunéchst einmal exempla-
risch an einem Spezialfall vollziehen.

Dazu geben wir uns ein zuldssiges Potential vor, dessen langreichweitiger Anteil im Unendlichen hin-
reichend stark abféllt. Sei also V = Vg + V| zulissig, so daf V € C* die Voraussetzung 1.17 mit
einem positiven Abfallexponenten 6 < 1, den wir noch an spéterer Stelle nach unten beschranken
wollen, erfiillt.

Des weiteren seien X und X C%- Lésungen der Hamilton-Jacobi Gleichung gemaf Satz 1.19, was

insbesondere bedeutet, daf es zu jedem Kompaktum K C [Rn\{O} Tk, TK > 0 gibt, derart daf§

%“f(p,t) - \"L(pt & vpx(p,n)) (€ K, |t| > Ty), (2.16)
fgf(p,k) = VL<pt 2 vpx(p,n)) (b €K, |t| > Ty) (2.17)

gilt und zu jedem Multiindex a mit |a| < 1 positive Konstanten C_ ,« und CaK bestimmt werden

konnen, so daf

IDF X(mt)] € Cac (14 )" ((pt) € K x R), (2.18)
IDp X(p,t)] < Cac (1 + )™ ((p:t) € K x R). (2.19)

Setzen wir zusitzlich voraus, daB V so beschaffen ist, daB die Einschrdnkung von Hy + V auf $(R")
eine selbstadjungierte Fortsetzung I mit D(II) D D(Il) besitzt, so folgt mit Satz 1.20, daf die
mit X modifizierten Wellenoperatoren W, ebenso wie die mit X modifizierten Wellenoperatoren W,
existieren.

Setzt man Y := X — X, so geniigt es nach Korollar 2.2 ii) zu zeigen, daB fiir alle p € R™{0}
Y(p,t) fir t — oo punktweise konvergiert, um zu folgern, daBl es einen unitdren Operator U, in
L?*(R") gibt mit W= W,U,.

Sei p € R™\N, dann gibt es ein K ¢ R™\N mit p € K, so daf fiir alle =t T’K:: max{TK,TK}

Y(p,t) — Y(p.t)

tl ~
J (VL(pS + VpX(pss)) — Vi(ps + VpX(p,s))) ds
t

! 1 5 , -
J <VVL(ps + 7VpX(pys) + (1=7)VpX(pss)), (VpX(ps) — VpX(p,s))> dr ds (2.20)
t0



gilt, wobei (2.16), (2.17) und der Fundamentalsatz (der Differential- u. Integralrechnung) benutzt

wurden. Nach Voraussetzung an den langreichweitigen Anteil Vy ist
-1-§ n
IVV ()] < Cy1 + XD (x € RY)
mit C; := Ix});lei)iCa, wihrend mit Cy ¢« := max{ ﬂ;llz;\iCa’K, ﬂ;?laZ“ECavK} fiir alle 7 € [0, 1]

s + TVpX(ps) + (1—7)VpX(ps)| > |Ipls — Cq (1 + )7’

-5
. (1+s)!
>s|infpl = Cp s~ |
> 5 (2.21)
2C; x Y
gilt, sofern s > P e | i
inf |p|
peK
Firt' >t > T{,<” = nmx{'l,‘k, I{é} 14 Bt sich dalier unter Anwendung von (2.20) abschétzen:
£t =
IY(p,t') — Y(p,t)] = 2% Cp [s717° |VpX(pss) — VpX(pss)| ds (2.22)
t
t,
<2 Cy- Cik { s7170 (145)17% ds
e
< 2% Cy- Cy i { s ds .

Hier zeigt sich nun mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums, dafl die Bedingung ¢ >% hinreichend fiir die

Existenz von tlim Y(p,t) fiir alle p € R"\{0} ist.

Will man obige Abschéitzung verbessern und etwa die Existenz der punktweisen Limites von Y(p,t) fiir

t — oo auf den Fall § € (0, 3] ausdehnen, so geniigt es fiir alle p € R™{0} und s > Tp
IVpY(p,s)| = |VpX(ps) — VpX(ps)| < Cp g1-N9 (2.23)
nachzuweisen, wobei T, > 1, Cp > 0 und N € N so gewéhlt ist, dal (N+1)6 > 1 gilt.

Bevor wir diese Strategie gegen Inde dieses Kapitels noch einmal aufgreifen wollen, nehmen wir jetzt in

Verallgemeinerung der vorhergegangenen Betrachtung an, es gebe eine zweite Zerlegung des vorge-



gebenen zuldssigen Potentials V = \78 + \7[_, so dald \7[_6 C® die Voraussetzung 1.17 mit Konstanten

Ca statt Cq und Abfallexponenten 5 € (3, 1) erfiillt und daB

(Vs=Vs)(x) = O(Ix|™'™") (Ix] — o)

fiir ein 65 > 0 gilt.

Seien X, X € C*((R™{0}) x R, R), wo X wic oben und X so gewéhlt ist, daB (2.17) mit VL an Stelle
von V| und (2.18) mit 6 statt 6 erfillt ist.

Dann hat man fir p € K cC RM{0} und t/ > t > T{< (TK' wie oben)

[Y(p,t") — Y(p,t)l

!

o~

(VL(ps + VpX(pys)) — V (ps + VpX(p,s))) ds]

~—

~

t !

<|f (Vi(ps + VX)) = V(s + VpX(ps))) ds| + 1 (Ve= VO + Vo) ds| - (224)

und fiir ein beliebig vorgegebenes ¢ > 0 1d6t sich der erste Summand in (2.24), wie oben ausgefiihrt,
mit einem geniigend grof} gewdhlten Ty o> 0 fir allet! >t > Tk . durch % nach oben beschrdnken,
wenn man &' := min{é, 6} setzt und in Betracht zieht, daB DX und D*X Abschétzungen der Form
(2.18) bzw. (2.19) erfiillen, wo § durch &' > 3 ersetzt ist. L

2C 6
a . 7, — U 1 a X 8 £ T 1,K
Beachtet man, da V| — V| = Vg— Vg und |ps + VpX(p,s)| > 5 fir alle s > T¢ := ( lgﬂlpl ) .
P

wie es sich aus (2.21) fiir 7 = 0 und mit &' statt & ableiten 1 8t,

so ergibt sich fiir alle i 0 > TK . mit hinreichend grofiem TK . > TIK

! !

l. R - t . —1—65
[ (V= Vs + Vo) sl < Cs [ (3) ds
| 2
21+55 - _65
< Cgq Fe K

A
Do

Somit 148t sich auch in diesem Fall Korollar 2.2 ii) zur Anwendung bringen und die mit X und X modi-

fizierten Wellenoperatoren unterscheiden sich nur durch die Multiplikation eines unitidren Operators.

In einer zweiten Stufe der Verallgemeinerung lockern wir die Voraussetzung sowohl an \7,_, das wir jetzt
geméaB der Definition 1.14 als ein langreichweitiges C*- Potential mit Abfallexponent § € (3, 1) vor-

geben, als auch an X in dem Sinne, dafl wir annchmen, X 16se die Hamilton-Jacobi Gleichung nur noch



angenéhert.

Mit der abkiirzenden Schreibweise

R(p,t,) 1= (Zx(p,t.) -V (pt +V X(p,t))

fordern wir an Stelle von (2.17)

—1-6;

IR(p,t)] < Crc It (p €K Jt| >Ty >1) (2.17')

fiir ein 6y > 0 mit CR,K > 0 und erhalten fir p € K cc R"{0}, t >t/ > max{Ty, Tk}

7

[Y(p,t') — Y(p,t)] = [1 (Vilps + VpX(ps) = V(b5 + VpX(p5) — R(pys)) ds|

t! N N t!
<If <V|_(PS + VpX(pss)) — Vi (ps + VpX(p,s) )dSI + { (ps) ds| .
t

Der erste Summand auf der rechten Seite der vorangegangenen Ungleichung 148t sich wie in den auf
(2.24) folgenden Betrachtungen behandeln, wihrend (2.17') zufolge R(p,.) € Ll((TK, o0)) fiir alle
p € K, so dal Y(p,t) fiir t — oo punktweise f. . konvergiert. Mit Korollar 2.2 ii) folgt so aus der
Existenz des mit X modifizierten Wellenoperators W die Existenz des mit X modifizierten Wellen-

operators W .

Bevor wir das bisher Bewiesene zusammenfassen, erscheint es nach obigen Ausfiithrungen sinnvoll,

folgenden Terminus zu vereinbaren:

Definition 2.5:
Ist V| ein langreichweitiges C"- Potential mit Abfallexponent & € (0, 1) und X € C*((R™\{0})xR, R),
so heifit X (zeitabhangiger) C"- Modifikator beziiglich V;, wenn es zu jedem Kompaktum K C R™{0}

und zu jedem Multiindex o mit |a| < & Konstanten C, « > 0 gibt mit
IDp X(0,6)] < Ca (1+ )77 ((t) € K x R), (2.25)
sowie ein T\¢ > 1 existiert, so daB fiir alle g € Ng mit [3] < k—1

5 . .
IDp R(p,t)] < Cj k [t] " (p €K, |t| > Tk), (2.26)

wobei 6y > 0 und R(p,t) := ()‘\(1) t) — (pt + VpX(p,t,)).
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Satz 2.6:
Ser V zulissiges Potential mit der Eigenschaft, dall der Operator Hy + V, eingeschrinkt auf b"(IRn),
eine selbstadjungierte Fortsetzung 1 mit D(H) D D(H,) besitzt. Gegeben seien weiterhin zwei

Zerlegungen

derart da} die Differenz der kurzreichweitigen Anteile Vg und VS

—1-§g

(Ts— Ve)(®) = O(a| ") (J2| — o) (2.27)
mit 65 > 0 geniigt und die langreichweiligen C"- Potentiale Vi und VL mit Abfallezponenten 6 bzw.
§ € (3, 1) verschen sind.
Seien X, X zeitabhingige C*- Modifikatoren bzgl. V| resp. VL, dann existieren die mit X, sowte die
mit X modifizierten Wellenoperatoren Wi und Wi, und es gibt unitire Operatoren Uy in LZ(RH), $0
dafl die Relation

W, = WU, (2.28)

besteht.

Beweis: (fir t > 0)

Einen Spezialfall obiger Aussage, nimlich der Fall, dafl V| € C® die Voraussetzung 1.17 erfiillt und
X € C®((R™M{0}) x R, R) beziiglich dieses Potentials V| Lésung der Hamilton-Jacobi Gleichung mit
den Eigenschaften des Satzes 1.19 ist, wurde oben bereits bewiesen.

Die allgemeine Aussage des Satzes folgt nun mit einer Anwendung von Lemma 1.18, in dem behauptet
wurde, daf sich jedes langreichweitige C"- Potential Vi = \_’S + VL in einen langreichweitigen
C®- Anteil VL, der die Voraussetzung 1.17 mit 65 = ¢ und kg = & erfiillt, und einen kurzreichweitigen

Anteil \_/S aufspalten 1488t, so daf insbesondere
Vsl < Cg (1 + )™ (x € R (2.29)

mit Cg > 0 und FS > 0 gilt.

Zu der Zerlegung V = Vg 4 V| gibt es demnach eine weitere Zerlegung V = Vg + \_/S + \_/L und Satz
1.19 zufolge existiert ein X € C; so daB mit Satz 1.20 die Existenz des mit X modifizierten Wellen-
operators W, gefolgert werden kann.

Da ((Vg + Vg) — Vg)(x) = Vg(x) = O([xl—l_zs) (|x] — o), ergibt sich aus dem oben bewiesenen

Spezialfall, daB8 W, der mit dem C"- Modifikator X modifizierte Wellenoperator, existiert und
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W, = WU, (2.30)

mit einem unitdaren Operator U, gilt.
Argumentiert man ebenso im Fall der Zerlegung V = \75 + VL’ so erhdlt man die Existenz des mit
dem C®- Modifikator X modifizierten Wellenoperators W iiber die Existenz eines mit X € C* modifi-

zierten Wellenoperators W, der die Bezichung

W, = W,0, (2.31)

erfiillt, wobei U, ein unitirer Operator und X Lésung der Hamilton-Jacobi Gleichung beziiglich eines
langreichweitigen C™- Potentials \Q/L ist, das nach Lemma 1.18 Teil der Zerlegung V = \73 + \7'_ =
Vs + Vg + V| ist.

Somit ist die Differenz der kurzreichweitigen Anteile der Zerlegungen
V=Vg+Vg+V, V=Vg+Vg+V_

von der Art, wie sie in obiger Beweisfithrung, auf die Abschatzung (2.24) folgend, benutzt wurde und es

folgt die Existenz eines unitédren Operators G+, so dafy
\i]_*_ — Wr+f1+

gilt. Setzt man U, := Ui U, Ut, so ergibt sich schlieBlich mit (2.30) und (2.31)

- = ~ k

W, = W, 0¥ = W, 0, 0}
= w, 00,0}

= W, U,. ]

Bemerkung 2.7:  Obiger Satz gilt auch im Fall Coulomb-artiger Potentiale V.= Vg + V|, wo Vg
kurzreichweitig ist und V| (x) := yIxI7' (x € RM{0}), ¥ € R, n > 3. In Beispiel 1.15 wurde gezeigt,
dafl V| zuldssig ist und es eine Zerlegung V| = \73 + \~’L gibt, derart daf§ \75 € L2 ist und \7[_ € C%
fir jedes £ € N und jedes beliebige 6 € (0, 1)

la]—48

DV (x)] < Cp (1 + |x])7 (Jo] < &, x € R")



1

erfiillt. Wahlt man also speziell § > 59 S0 ist V.= (Vg + \75) + \7[_ eine Zerlegung, die der Voraus-

setzung von Satz 2.6 geniigt.

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir noch kurz skizzieren, mit welchen Methoden die Aussage des
Satzes 2.6 auf den Fall schwach abfallender langreichweitiger Potentiale, d. h. solcher Potentiale mit

Abfallexponent § € (0, 3] erweitert werden kann.

Mit Hilfe eines Iterationsschemas werden wir uns zunédchst approximative Losungen der Hamilton-
Jacobi Gleichung verschaffen und zeigen, daf§ diese Naherungslosungen nach Erreichen einer von ¢ ab-

hangigen Iterationsstufe zeitabhidngige Modilikatoren geméafl Definition 2.5 darstellen.

Dariiberhinaus wird es uns gelingen, beziiglich eines weiteren, beliebigen zeitabhdngigen Modifikators
eine Abschitzung der Form (2.23) zu etablieren und damit unter Ausnutzung des Korollars 2.2 den
Nachweis zu erbringen, dafl sich sowohl Existenz als auch Vollstdndigkeit zweier in der Weise

verschieden modifizierter Wellenoperatoren gegenseitig bedingen.

Eine Anwendung der Existenzaussage von Ilérmander (Satz 1.20) wird schlieBlich, dhnlich wie im Be-
weis von Satz 2.6, die Existenz aller mit IHilfe von C"- Modifikatoren beziiglich eines langreichweitigen
C"- Anteils gebildeten Wellenoperatoren liefern, sofern £ € N hinreichend grofi gewdhlt werden kann

und zwar, grob gesprochen, umso gréBer, desto kleiner der Abfallexponent ¢ vorgegeben ist.



3. Iterierte Modifikationsterme

3.1 Definition und Eigenschaften

Ziel dieses Abschnitts ist es, durch cinen Iterationsprozefl zu Nidherungslosungen der Hamilton-Jacobi

Gleichung
fg}(p,n) - V(pL % VDX(p,L)> ((p,t) € R" x R) (3.1)
zu gelangen. Dazu integrieren wir —— vorausgesetzt, dafl V € C! ist — die nichtlineare, partielle

Differentialgleichung (3.1) beziiglich t aul, was mit der (willkiirlich) festgelegten Randbedingung
X(p,0) = 0 fiir alle p € R"

1

X(p,t) = [ V(ps + VpX(p,s)) ds ((p,t) € R" x R) (3.2)
0
ergibt. Eine Picard-Iteration, angewandt auf die Integrodifferentialgleichung (3.2), fithrt zu folgender

Definition 3.1:
Sei V langreichweitiges C"- Potential mit Abfallexponent é € (;——1—1, 1), so daf % € N und N := [%] gilt.
i) Der j-fach iterierte Modifikationsterm (beziiglich V) X(j): R" xR — R ist fiir j =0, ..., & und alle

(p,t) € R" x R durch folgendes Iterationsschema definiert:

) 0 ;1] =0
X(J)(p,t) 1= { t ' (3.3)
| Vips + VPX(JEI)(p,s)) ds ;1<j<k.
0

ii) Der spezielle j-fach iterierte Modifikationsterm (beziiglich V) Xg): R" xR — R ist fir j=0,..., &

und alle (p,t) € R" x R mittels folgendem lterationsschema zu konstruieren:

Xgo)(p,t) =0
. ‘t . - . % .
X(J)(p,t) o J).V(DS 4 VpX(le)(p,s)) ds + 1+5|gn(t) S(;l)(p) P 1—5|gn(t) S(_J)(p)
10 0 SIS <N (3.4)
Si (D) = - feo
s$Vp) - J R P(ps)ds ;N <j<r
)

RP(p,t) 1= Vot + VpXxPm,0)) — Vit + VX8 Vot) G 2 1)



Bemerkung 3.2:

i) Die Wohldefiniertheit der iterierten Modifikationsterme wird in den folgenden Lemmata 3.3 und
3.4 nachgewiesen.

ii) Die Voraussetzung % ¢ N soll zur besseren Ubersichtlichkeit vermeiden, da in den Abschitzungen
des t-Verhaltens der iterierten Modifikationsterme logarithmische Ausdriicke in t anfallen. Hat man ein
langreichweitiges Potential V mit Abfallexponent 6 € (0, 1) gegeben, derart daB } € N, so wiahlt man
ein hinreichend groBes 6’ € R\Q, mit 8" < &, und V erfiillt (1.11) mit 6" an Stelle von 6.

iii) Da}s g N, ist N < % < N+1 und nach Voraussetzung ist § > ;%r—l, so dafl kK > N gilt.

iv) Die speziellen stimmen mit den einfach iterierten Modifikationstermen bis einschlieflich zur N-ten
Tterationsstufe iiberein und es wird sich zeigen, daB die N-fach und — soweit es die Regularitit des
Potentials zuliBt — dariiberhinaus iterierten Modilikationsterme zeitabhangige Modifikatoren geméf
Definition 2.5 darstellen. Eine spiter angestellte Untersuchung wird iiberdies erweisen, dafl die
speziellen iterierten Modifikationsterme so konstruiert sind, dafl die mit Termen unterschiedlicher
Iterationsstufe modifizierten Wellenoperatoren nicht nur gleiche Wertebereiche besitzen, sondern selbst

identisch sind.

Lemma 3.3:

Der spezielle j-fach iterierte Modifikationsterm Xg) beztiglich eines langreichweitigen C"- Potentials V
mit Abfallexponent § ist fir j=1, ..., & cine (k—j+1) - mal stetig differenzierbare, reellwertige Ab-
bildung auf R™ x R mit folgenden Figenschaflen:

Zu jedem Kompaktum K C R™\{0} wund allen Mulltiindizes o, 8 mil |a| +j— 1<k bzw.
1Bl + 7 < & gibt es Konstanten C),, g E'I

Iterationsschemas (3.4) fir alle (p,t) € K x R gilt:

4l A‘j>0’ so dal mit den Bezeichnungen des

105 XVl < s (0 F 1D (3.5)

105 (X80 = X 00)l < Gy (0 1) (3.6)
|D* Sij)(l'ﬂ < CuLk,j (3.7)

D5 B ()] < Tpyp s (1 179 (3.8)

Beweis: (fir t > 0)
Sei K ¢ R™{0} beliebig gewihlt. Im ersten Beweisschritt wird gezeigt, da$f (3.5) zusammen mit
(3.6) die Abschidtzung (3.8) impliziert.



Dazu setzen wir zur Abkirzung fir 1 <j < n,p € K, t > 0und 7 € [0, 1]

L(p,t,7) := pt + TVDXS)(]),L) + (1——T)VpX§j-1)(p,t)

Bj(p,t,r) = V\"(]]j(l),lr,T))
- (i L(J-1
Cpt) = VpXP(pot) — Vpx&Vp,)
und registrieren, dafl auf Grund der zundchst schon als bewiesen geltenden Behauptung, dafl
Xg)e CR—J.-H([Rn x R, R) ist, die Funktionen hj, Bj und C; beziiglich p und ¢ (k—j)-mal stetig differen-

zierbar sind.

Mit Hilfe des Fundamentalsatzes (der Diff.- u. Integralrechnung) ergibt sich

, 1 . 1
ROMt) = [ L Viypt,r) dr = | <By(p.t,7), Cilpt)> dr, (3.9)
0 or J 0 J 4

so dafl Rg)(p,t) c C”—j(R” x R, R) und zur Abschétzung des t-Verhaltens von DﬁRg) fir |f] < k=]
nach Lemma A.2 1)7I3J und D”Cj fir |y|, |¢] < k=] zu kontrollieren sind.

Nach (3.6) ist fiir alle (p,t) € K x Ry, |o] < v—j

(2] ~ 1-jé
D G001 € €y pyaey (1 16D (3.10)

und mit (3.5) und Ci K= max{C; ki Cik J-_1} (I <1< Kk—j+1) erhdlt man einerseits

o . . R
)l > L lpl = (1Cy ey + (1=1)Cy ey )2 |
>t |inf |p| = Cy o (1+)79)
~  peK LKJ

> (3.11)

e

2C; ;Y
firallep € K, t > Ty ;:= 24 e o, 1]

-
)nglPl

Andererseits gilt fir allep € K, t > 1 und 7 € [0, 1]

|Dp hy(pt, )] <t + C‘,Q,K,j(l + i

IN

(1+2C k)t (Il = 1), (3.12)
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sowie

IDp by(p,t, )] < 2 ClpeL K.j 1% (1< |p| < &=}). (3.13)
Da nach Voraussetzung an das Potential
IDV(x)| < CL+IxD7*"™" (x € RY
gilt, ergibt sich nun mit Lemma A.4 fiir 1 < |y| < x—] unter Berticksichtigung von (3.11) — (3.13)
IDp Bj(p,ty7)| < C’lvl,K,j 770 (peK, t>1,7 €o,1)]),

wobei die Konstanten Clﬂ k> 0 von Cund C’i k(1 <i<g |7]+1) abhdngen.

Ebenso ist
Bj(p,t,7)| < C"O,K,j g2 peK, t>17€][0,1])
mit einer von C und Cfl K. abhdngigen Konstante C“O Kj>0,s0 dafB insgesamt fiir 0 < |y| < k=]

- ~ —1-6
D Bj(p,t,7)| < Cpy e (1 +0) : (3.14)

fir alle (p,t) € K x Ry und 7 € [0, 1] gilt, wobei
Ci’YI,KJ = 21+61‘11“X{G|71'K’j7 |(\71:11|)7|{|I)g BJ-(]),L,TH | peK; t,7e¢ [0, 1]}} .

Somit 148t sich mit Hilfe von Lemma A.2 und den Abschétzungen (3.10) und (3.14)

@)

: v -(+1)6
DS Rs”’(p,t)] < Clopkj L+

() € K x Ry)
fiir alle Multiindizes 8 mit 0 < |3] < r—] folgern, wobei

ral ¢ I/al N ~
/ =2 ax I .- C o

Clol k. e (Gl Cloenk)

Im zweiten Beweisschritt werden nun die Aussagen (3.5) — (3.7) durch vollstindige Induktion nach j
gezeigt.

Wegen der Voraussetzung 6 < 1 ist Sgrl)(p,t) = 0 und somit (3.7) fir j = 1 erfiillt. Durch eine An-

wendung von Lemma A.4 bekommen wir, indem wir g;(p,t) := p-t setzen und in Betracht ziehen, daf§



- 37 -

V und g; w-mal stetig differenzierbar sind, sowie |g;(p,t)] > ig{(h)[ t und [Dg g1(pst)] < 6|ﬁ| b fiir
p '
alle (p,t) € K x Ry, 1 < |B] < k gelten,

((5” bezeichne das Kroneckersymbol)
@ ,(1) T Q t~ r "
IDp Xs™(p,t)] = |Dp J) V(g1(p,s)) ds|
L a yr 2 t -4
< J) [Dp V(gy(p,s))| ds + CralK.1 {s ds
< G L+ 97 ((p:t) € K x Ry),
2 &[n] K,1 ~B s A
wobei G, 1= —_5 = T |ﬁlTl—lI|)"|{Il){) V(g1(pss)| | (pss) € Kx[0, 1]} mit Konstanten ClapK, 11

die nur von C > 0, K ¢ R™{0} und |a| abhingen.
Entsprechend ist

> 1 1 e
IXEPM01 < Copr (1407 ((bt) € K x Ry),

mit einer von C und K abhéngigen positiven Konstante Cy ¢ 1, womit der Induktionsanfang fiir die Be-
K,

hauptung (3.5) und, da Xgo)(p,t) = 0, auch fiir (3.6) bewiesen ist.

Im Induktionsschritt von j nach j+1 zeigen wir zunédchst unter der Annahme, daf§ fiir alle i € N mit
i<j<k Xéi) und Sg) (k—i+1) - mal stetig differenzierbar sind, Xg+1)€ (}K_j(ll:\“n x R, R) und
sU+De ¢*I(R" R) gilt.

Nach Definition ist mit gj(p,s) = ps + VDXS)(p,s)

t

X8 D (p,t) = J Vigp) ds + sU+ . (3.15)
0

Die Tatsache, da V € C" nach Voraussetzung und g € C*77 nach Induktionsannahme gelten,
ergibt, daf der erste Summand in (3.15) (x—j) - mal stetig differenzierbar ist. Mit gleicher Argumen-

€)) (J+1)

tation laBt sich Rg’ € crI begriinden, was wiederum Sy 7€ C*7 nach sich zieht.
Angenommen, es gelte nun (3.5) - (3.7) fiir alle i € N mit 1 <i <j < k. Fiir j < N, wobei N = [}],
ist S(_;Hl)(p) = 0 nach Definition und damit (3.7) trivialerweise erfiillt. Im Fall j > N nutzen wir aus,

daf}, wie im ersten Beweisschritt gezeigt, auch (3.8) fiir allei € Nmit 1 <i <j giltig ist und wegen

G+ Dé>(N+1Dé>1
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gilt dann fir alle o € NB mit 0 < Ja| < k=]

[1)a ‘U(J+l)( )I _ !DO Sg)(l)) — Dg .(]) Rg)(DaS) dSl

. = x -(+1)s
< Gk T Crak J) (1 +5) ds
<o ((0,t) € K x Ry) (3.16)
S ,[(kleK|J+1 p’ + .
C .
mit C( ) lal,K.J

lal, K j+1 *= C"IuI,K,J + G+1)o—1"

Mit Hilfe der unter der Induktionsannalime giiltigen Abschédtzungen (3.11) — (3.13) und der Tatsache,
dafl gj(p,t) = hj(p,t,l) gilt, gewinnt man nach Anwendung von Lemma A4 fiir 1 < |o| < k=]

IDp V(g (pt) < Clkjer 8 = (peK,t>1)
mit einer von C, Ci,K,j >0 (1 < i< |a|+1) abhdangigen positiven Konstante C|a] K+l Da
[V(g;(p:t) N < Cokger ’ peK, t>1)

gilt, wobei Cf 5,4 > 0 von C, Cy kj > 0 abhingig ist, folgt zusammen mit (3.16) fiir alle Multi-

indizes «, fiir die 0 < |o| < k—] erfillt ist,

3 t' [a% 7 « j+1
D5 X&)l < ] D5 Vgl ds + D5 $7(p)

1
o ) _ 1
< ([ |Dp V(gj(p‘s))] ds + Gl kje1 f s78ds + Cl(al),K,j+1
)
~(2) -5 .
= ("|a|,K,j+1 (1 + 1‘)1 ((pst) € K x Ry)
mitc@ o 2Cakin o +\m{mfw ()] | (pys) € K x [0, 1]} .
lal, K j+1 ° 1—9 Jal, K j+1 | 1 gl P,

Bl=]al

Bleibt noch der Induktionsschritt fiir die Ungleichung (3.6) zu vollziehen. Dazu unterscheiden wir

wieder die Féille j < N und j > N. Im ersten Fall erhalten wir fiir 0 < |a| < k=]

D5 (Do) = XP ()l < [ 105 1o ds
2 (_|<.|,K,j (1 + t)1—(.1'+1)<5 (pst) € K x Ry)
_l (+l)b P, +/)
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Ist j > N, so ergibt sich fiir alle « € NJ mit 0 < |a| < k—]

t H [ee] .
05 (P 0t) = XLl < D5( [ 1P w9 ds — T B (ps5) as)

< ] |Dp 1{0)(1),5)[ ds
C . .
TlalKd 1-(j+1)8
2C :
PRE)) < alK,j ~(1) . S
Mit G,k ja1 ° m und €y jyq = l.“ljd\ (lal K+l folgt somit die Behauptung.

Lemma 3.4:

Der j-fach iterierte Modifikationsterm X(‘j’) beziiglich eines langreichweitigen C"- Potentials V mit
Abfallezponent & ist fir j=1,..., k eine (k—j+1) - mal stetig differenzierbare, reellwertige Ab-
bildung auf R™ x R mit der Eigenschaft, daB e¢s zu jedem Kompaktum K C R™\{0} und allen

Multiindizes «, B mil || + 7 — 1 < & bzw. |3 + j < £ Konstanten Ca””, Clﬂl Kj > 0 gibt, so
daB} fir alle (p,t) € K x R gilt:
108 XVl < e e (1 [ (3.17)
p < 1 lal, ¥, / *
i) ] Coprg L+ 1D 515 <N
| DS (x“ (p,8) — XV (]1,!))| & (3.18)
CI<‘:|J\',J' i N< i<k

(p,0)] < (3.19)
Crary; 4+ ™ s N<j <&

= —(j+1)6 .
2 10 Cropy 1T 515 <N
Dl R

. j (i i (i-1 .

mit R(])(p,t) = V(pt + Vp‘\(])(p,i)) — V(pt + V,,_\(] )(p,'t)) (7 € N).

Beweis: Die Aussagen (3.17) - (3.19) {tr j < N wurden bereits in Lemma 3.3 bewiesen. Analog zum
dortigen Beweis zeigen wir zunichst wieder, daf f{ir j > N aus (3.17) und (3.18) die Abschitzung

(3.19) folgt. Dazu setzen wir fir allej e Nmit 1 <j < w,p € R", t € Rund 7 € [0, 1]

By(pt,7) = VV(pt + 7V XP(p,t) + (1= VpXI D (p,1))

Cpt) 1= VXD () — vpXI D)
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Sei nun K € C R™{0} beliehig gewihlt, dann ist fiir alle Multiindizes ¥ mit 0 < |v| < K—j

" \—1-6
DS Bi(p,t,m) £ Cpp i (1 +8)

fir alle (p,t) € K x Ry und 7 € [0, 1] mit positiven Konstanten Ci‘rl K j Was éhnlich wie im Beweis

zum Lemma 3.3 allein aus (3.17) und der Voraussetzung an V mit Hilfe des Lemmas A.4 gefolgert
werden kann.
Da sich fiir j > N aus (3.18) fir alle (p,t) € K x Riund Multiindizes ¢ mit |o| < k=]

D7 0] € €,y

ergibt, liefert Lemma A.2

; j 3 L o
D8 RO (1) < IDF [<By(p,t,7), Cylpt)> dr]

0

IA

C"lﬁl‘K'_j (]+L)—1—6 ((pat) € K x R+)

fir alle g € 8 mit 0 < |B] < k—], wobei alﬂl.KJ = zlﬂll-7'|fllfl)§'lﬁl(ciﬂ'|(’j ’ Clal+1,K,j) .

Die Aussagen (3.17) und (3.18) fir j > N+41 zeigen wir nun durch vollstindige Induktion.

Den Induktionsbeweis fiir (3.17) verankern wir bei j = N, so dafl der Induktionsanfang unmittelbar aus
Lemma 3.3, Eigenschaft (3.5), ersehen werden kann. Der Induktionsschritt unterscheidet sich von dem
im Beweis von (3.5) vollzogenen nur insofern, als dafl in den Abschdtzungen fiir DSXG) ein in t
konstanter Term wegféllt.

Bleibt noch (3.18) fiir j > N+1 zu zeigen. Den Induktionsanfang fiir j = N4-1 sieht man, wie folgt, ein:

t
D5 XM V0,0 = XMl < [ 10g RN (ps)] ds
0

1
= —(N+1)6
Clal KN {(1 + ) ds

IN

(-"’|a KN

= (N+1)6—1 ((p,t) € K x Ry)

fiir alle Multiindizes o mit 0 < |a| < k=N .
Angenommen, (3.18) gelte fiir alle 1 < j mit einem j > N+1, so folgt zusammen mit (3.17) fir alle
i < j die Giiltigkeit von (3.19) fiir dieses j € N, so daB fiir alle @ € Ng mit 0 < |a| < k=] gilt



-] =

DS (X9 pt) — XD < [ 108 RD (p,s)] ds

0

t
= - [
< Clankij Jj(l +8)7 ds
am[ K.j
S = ((pt) € KX Ry) .
Der Beweis fiir t < 0 lauft vollkommen analog. ]

Bemerkung 3.5:
Die (speziellen) iterierten Modifikationsterme x® (bzw. XS)) beziiglich eines langreichweitigen
C"- Potentials V sind fiir alle j € N'mit N < j < « zeitabhéngige C*~I*L Modifikatoren.

Es ist namlich fir alle j € Nmit 1 <j < =&

9 X(j)(p,l’.) — V(pt + VDXU)(]),L)') = V(pt + VpXG—l)(p,t)) — V(pt + VDX(‘D(p,t))

ot
= P
bzw.
2 X8 = Voot + vpx@p,) = 1Py

so daB (3.19) bzw. (3.8) fiir allej € Nmit N < j < x und alle # € N mit |8] < k=]

8 0, = , s TG
[Dp Bl = Capiy (11D d

V& ==0y
bzw.
N ENG) = T ) -
IDS Rs'(p,t)] < ('IﬂI’KJ It ! (p € K, [t] > 1)
liefert, wobei
Sj::(j-u)&—1>0 (N<j<k)

und
{(N+1)6~1 ;j=N
b oy

1 i N<j<&k



3.2 Ein Ixistenzbeweis fir die Dollard—Wellenoperatoren

Beispiel 3.6:

Um das bisher entwickelte Konzept zu illustrieren, betrachten wir noch einmal das Coulomb - Potential
7 RN T T § ; R3
Velx) = 7 [x] (x € RM\{0}) .

Wie in Beispiel 1.15 diskutiert, ist Vi zulidssig und es gibt eine Zerlegung V- = Vg + V|, wobei

Vg kurzreichweitig ist und Ve € C™ die Bigenschalt hat, da V| (x) = V(x) fir alle x| > 2 gilt
al < & und x € R® gilt:

und zu jedem x € N ein C, > 0 existiert, so daf fir alle

IDY Ve (9] € Cp (1 + x])711

AN
@
s
+
3
=
2

IS

Dem Satz 2.6 zufolge existieren die mit jedem C"- Modifikator bzgl. Vo modifizierten Wellen-
operatoren fir alle x € N. Da die j-fach iterierten Modifikationsterme Xg) bzgl. V- fiirj > [%] =1
C* I+ Modifikatoren (bzgl. V) bilden, existicren insbesondere die mit Xg)modiﬁzierten Wellen-
operatoren \‘V(ic), wobei

t

(1 ; S
XE0) = [ Ve s ds - () € RO B)
¢

gilt. Fiir alle p € R%\{0} und t > |—l%| ist
2/1r| ¢
‘e 1 ' 7 4
J\(C)(p,t) = [ Vei(ps)ds + |%—| J %ds
0 2/|p|
= ¢(p) + plog t
b T ls — L log ( 2
wobei D) = A% s) ds — — log | = 0).
pp) = | Ve s)ds = dlog () (ol #0)

Vergleicht man Xg) mit der in Satz 1.9 eingeltihrten Modifizierung X(D), so erhdlt man

. +(D )
XPt) = XDt = w) (bl # 0, t > max{1, ﬁ})

Mit Hilfe des Korollars 2.2 folgert man so die Existenz von WS(D) aus der Existenz von W(+C). (Ent-

sprechendes gilt fir W(_D).)
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Die urspriinglich von Dollard verwendete Modifikation (vgl. Dollard [4]) wurde durch Iteration an dem
‘Potential’ V| (pt) := vIpt] ™ 02Ip)?It] = 1), (Ip| # 0, t € R) gewonnen:
1

X(D)(p,t) = [ Ve (ps) ds

0

= L siwn(t) (logltl + log(2pl?))  (Ipl # 0, ol > i IZ),

wohingegen
t
X(D)(p,t) = [ Ve(ps) ds
1

= |1_,>l sign(t) log]t| (Ip] # 0, Jt] > 1).
Da sich X(D) und X(D) wiederum nur durch einen in t konstanten Term unterscheiden, existieren auch

: i (D ap_a = (D
die mit XP? modifizierten Wellenoperatoren \V(i ), 0
3.3 Zwei Lemmalta zur Vorbereitung einer allgemeinen Existenz- und Invarianzaussage

Zur Vorbereitung ciner adiquaten Version des Satzes 2.6 fiir zuldssige Potentiale mit schwach abfallen-
dem langreichweitigen Anteil bendtigen wir noch cine Aussage hinsichtlich des zeitlichen Verhaltens der
Differenz eines zeitabhingigen Modilikators und iterierter Modifikationsterme beziiglich ein und des-

selben langreichweitigen Potentials.

Lemma 3.7:

Sei V langreichweitiges C"- Potential mil / bj(lllczponﬁnl § e (- = 1), s0 daB 1 5 € Nund N := [ ] gilt.
Ist X ein (zeitabhingiger) C"- Modifikalor und X% (l(:r J-fach ilerierte Modifzkaizonsierm (bzgl. V) fir
ein j=0,..., N=1, so gibt ¢s zu jedem Kompaklum K C R"\{0} und allen Multiindizes o, B mit

lal +7 <k baw |B] + 5 < k=1 Konstanten G| g El;ﬂ,h’,j > 0, so daB fir alle (p,t) € K x R

gult:
2 ( ) — X%, f))l < Gy (14 )70+ (3.20)
{ ) i+9
105 BP0 < Ty ey (14 1079, (3.21)
wobel R(j)( 1) := Vi VX — V¥ 7 @ ;
'y (p1) := V(pt + VpX(p,1)) Vipt + VX7 (p,1) (7 € Ny).



Beweis: Das Vorgehen ist wieder analog dem des Beweises von Lemma 3.3 . Bevor wir (3.20) durch

vollstandige Induktion nach j zeigen, folgern wir (3.21) aus (3.20). Mit den Abkiirzungen

B(p,t,7) 1= VV(pt + 7VpX(pt) + (I—T)VpX(j)(p,t))
Cilpot) := VeX(it) — VpXP(p,t)
AU L pADP, P P
fir alle je Nmit1 <j <N, pe Kcc R"{0},t>0 und 7 € [0, 1] ergibt sich &hnlich wie im

Beweis zu Lemma 3.3 durch Anwendung von Lemma A.4 aus (2.25), sowie (3.17) und der Voraus-

setzung an V fiir alle v € N mit |y] < k—j—1

. - o5 sl
Dy Bi(p.m)l < Oy (149 ¢
fiir alle (p,t) € K x R4 und 7 € [0, 1]. Wegen
- ; = 1-(j+1
IDS (—J(l)’t)‘ S ("|,_T|+],K’j (1 i t’) e

fiir alle (p,t) € K x Ryund Multiindizes o mit |o| < x—j—1 folgt weiter mit Lemma A.2

08 RO(p,)] < [DE [ <Bi(pitr), Ci(prt)> d
p i APy )‘ = | p (l)< j(l)’ r’T)’ J.(p’ )> TI
C -(+2)6
< Cpypuey L+ ((pt) € K x Ry)
B

., n s p N : Rl i 9[ | ' . )
fir alle § € Ny mit 0 < |3] < k—j—1, wobei Crarki=2 I'Y]':'llifl);lﬁl(CI’YI'K’J CroerKk,j) -

Abschliefiend zeigen wir (3.20) durch vollstandige Induktion nach j:
j = 0: Da X(O)(p,t,) = ( ist, erhdlt man (3.20) fiir j = 0 und alle |a| < & aus der Voraussetzung (2.25)

o

IDp X(pt)] € €y (14 1)1

IN

Chapkio (1 + 07 ((pt) € K x Ry),

wobei G, | o= sup C_ .
[+]=lal



j— j+1:  Sei (3.20) fir den j-fach iterierten Modifikationsterm X(‘i) mit j < N—1 erfiillt. Da X ein
C"- Modifikator ist, gilt mit
R(p,t) := %—‘T(p,t,) — \f'(pt + VDX(p,t))

fiir alle @ € N mit o] < k=1, DpR € C"I"Y(R" x R, R) und DgR(p,.) € L*((Tk, oo)) fiir alle
p € K mit T > 1, so daB}

DER(p,.) € LY((0, o)) (p €K, |a| <k—1)

gilt. Somit ergibt sich fiir alle Multiindizes o mit || < k—j—1 aus der Tatsache, dafi 1—(j+2)é > 0
fir alle j < N—1 gilt,

+1) (1)

j i 3 4 p o
IDp (X(p,t) — X9, < J 1Dp Ry’ (ps)| ds 4+ [Dp X(p,0)] + { [Dp R(p,s)| ds
0

( .
= : A—(+2)6
< Capi,j [ +9)

0

dS + CQ,K

1-(+2)6

< Coykjer (L + 1) ((p,t) € K x R,),

9 Yl .
- (/IOI,K,J

wobel Cio, k j+1 = T-(512y

+ Cpu und Cei= swp (IDF X0 + ] IDE Rpys)| ds
Yol K “lal,K FT SUD p APy p 1P, .
151=]al 0
peK

Mit den nunmehr bereitgestellten Mitteln ist es moglich, die Existenz der modifizierten Wellen-

operatoren zu zeigen, die mit r-fach iterierten Modifikationstermen beziiglich eines solchen

1

C®- Potentials gebildet werden, das mit einem Abfallexponent 6 € (m,

1) den Voraussetzungen 1.17

genligt.

Da wir jedoch auch an einem nur [}-mal stetig differenzierbaren, langreichweitigen Potential V
iterieren wollen, stellen wir noch ein Ergebnis bereit, das im Hinblick auf eine Zerlegung V.= Vg + V|

geméf Lemma 1.18 das Verhiltnis der beziiglich V und V| iterierten Modifikationsterme beschreibt.
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Lemma 3.8:

Seien V, V langreichweitige C"- Potentiale mit Abfallexponenten 6, § € (n—1~+1, 1), so daB é, % Z N,
6 < & und fir alle Multiindizes a mil |a| < N—1, N == [1], gilt:
D" (V=)&) < T (1 + [o)7"*770 (@ eR"), (3.22)

= _ ) Nei /. ,

wober €' >0 und o(i) =06 + =5 L li=0,..., N=1).

Sind X(]) und X m(lic beziiglich V  bzw. V  j-fach ilerierten Modifikationsterme fur ein
j=1,..., N=1, so gibl es zu jedem Kompaktum K C R™\{0} und allen Multiindizes 3, v mit
1 < Bl £ N—j bzw 0 < |y] < N—j=1 Nonslanlen CI/JI K.j élvl kj >0, so dal  fir alle
(pt) € K x R gilt:

5 (i (i 1-0,(18D)
105 (xP 0 = XV 00) < Gy @+ 1D (3.23)
wobel bj(_i) =o(i+j—1) + (j—1)8 < 1 (1 <1< N—j),
10} RY ()l < Ty e, (1 =728, (3.24)

wobet R(j)(p,t) = V(pt + V,,u\’(j)(p,/f)) — V(pt + V]).X’(j)(p,t)) ( € N).

Beweis: Das Beweisschema ist wieder das gleiche wie in den vorangegangenen Lemmata, so da wir
uns darauf beschrinken, die wesentlich verschiedenen Schritte im Detail auszufiihren.

Wir folgern zunéachst (3.24) aus (3.23). Dazu definieren wir
R N[ 7 r(J) "'r(J)
Bj(p,t,7) 1= VV(pt + 7V,X (p,t) + (1—7)VpX ™ (p,t))

St := VpxPt) — vpXP(p,)

firallej e Nmit 1 <j < N—1,p e K cc R"\{0},t> 0und 7 € [0, 1].

Aus den Eigenschaften (3.17) fir X9 yna X9 folgt mit der Voraussetzung an V und dem Lemma A.4
fiir alle 8 € Ng mit || < N—j—1 (man beachte, daff § < D)

-6

3 ~ 2 -1
IDp Bj(p,t,m)l < Clyp iy (14 8)

fir alle (p,t) € K x Ry und 7 € [0, 1].



Zusammen mit (3.23) ergibt sich nach Anwendung von Lemma A.2
¥ . ~ "1 —c(D
|Dp 0I<Bj(p,t,,7'), (.J-(p,l,)> dr| < C’|7|,K,j (I +1t)

fiir alle (p,t) € K x Ry und v € N§ mit 0 < || < N—j—1, wobeli

e(i) 1= max{—1—8+1—0o(i+])—(—1)8, —1—8+1—0(j)—(—1)6}
= o(i+j)—j6 (0 <i<N—j—1),

da o monoton fallend ist.

Wiederum mit Hilfe von Lemma A.3 zeigt man unter Beriicksichtigung von (3.22) und (3.17) mit

an Stelle von XU) fiir alle (p,t) € K'x Ry und v € Ngmit 0 < |y] < N=j—1

Dy (V=¥) (ot + VX P < O e (1 + )3,
wobei
d(i) := max{—i—o(i)+i, —l—o(1)+1—(i—1)8}
= max{—o(i), —o(1)=(i—1)3) (1<i<N=j—1),
und d(0) = —a(0) .
Wegen
oli+1) + 6 < o(i+1) + &
= (i) (0 <1< N-2)
ist
o(l) + (i—1)6 > o(i) + 16
> oi) (1<i<N=-1),

so da mit 6§ < &
—o(i) (0

IA
A
Z
ok
|
=

Il

d(i)
folgt.
Ebenso 1a 3t sich durch iterierte Anwendung von (3.27)

o(i+j) +jo < o(i) (1<j<N=L; 0<i<N=-j—1)

zeigen, so dafl man fiir alle Multiindizes v mit 0 < |y| € N—=j—1 erhélt:

o ! ]. ) N o
Dy RO(p,0] < 1D} [<Bi(pt,7), Cip,0> dr| + DY (V=V) (ot + VpXD(p,0))]
0

& e

S (")l'}lyKyj (l + 1\) ((I)7t') c I{ >4 R+) .

(3.25)

X(‘i)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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Mit einem Induktionsschlufl zeigen wir nun (3.23):

j=1: Sei # € Ngmit1 < |3] < N—1, dann erhalten wir mit Lemma A.4

D2 (XP(p,t) = XP(p,)] < [ IDE (V=V)(ps)| ds

8]

IN

; -
Clp1.K,0 (1 +1t) sh

fiir alle (p,t) € K x Ry mit einer positiven Konstante C|/3|,K,0’ da

g(i):(sw\’N—i<5+(:\’—1)5<N5<1 (1<i<N-1).

(3.29)

j — j+1: Sei (3.23) und damit auch (3.24), wic oben gezeigt, fiir ein j < N—2 giiltig. Dann ergibt

sich fiir alle Multiindizes # mit 1 < |f] < N—j—1

IDg (X9 V(1) — K9P0

IN

1 T
J |Dg R(J)(p,s)| ds
0

IN

- 1-o(|pl+i)-ié
(-'[;;s|,r<,j+1 (1 +t)

fiir alle (p,t) € K x Ry, denn (3.28) in Verbindung mit (3.29) liefert

o(i+]) + j6 < o(i) < | (1 <i<N-j—1; 0<j<N-=2).
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4. Aquivalenz verschiedenartig modifzierter Wellenoperatoren

4.1 Eine verallgemeinerte Existenz- und Invarianzaussage
Wir sind jetzt in der Lage, den ersten Hauptsatz dieser Arbeit zu formulieren und zu beweisen.

Satz 4.1:

Seik € Nund 6, 6 € (ﬁ, L)y mit 6 < 8.

Gegeben seien ein zulissiges Potential 'V omil der Eigenschaft, dal (Hy + V) | P(R™) eine selbst-
adjungierte Fortselzung H besilzl, und zwei Zerlegungen von V

V=Vs+ Vv, V= Vs+ V[

in der Art, dal V; und VL langreichweitige C"- Potentiale mit Abfallexponenten 6, 6 sind und die
Differenz der kurzreichweitigen Anleile fg und Vg fir alle « € Nj mit o] < N—1, N = [é],

1D*(V 4= V(@) < Co (1 + [2)7 770 (5 € R") (4.1)

mit einer Konstanten Cg > 0 und o(i) > 6 + % (0 < i< N—1) genigt.

Seien X und X C*- Modifikatoren bzgl. Vi bw. % 1+ dann existieren sowohl die mit X als auch die mit
X modifizierten Wellenoperatoren W, bzuw. if"i und es gibl unitire Operatoren Uy in LZ(IR”), so daf3
gult:

= W, U, . (4.2)

Beweis: In einem ersten Beweisschritt zeigen wir, daB sich die Existenz der mit X und X modifizierten
Wellenoperatoren gegenseitig bedingt und (4.2) erfiillt ist, sofern einer der beteiligten Wellenoperatoren
existiert.

Nach Korollar 2.2 geniigt es dazu nachzuweisen, daf mit Y :=X — X tli)n;(ﬁY(p,t) fir alle
p € R™M{0} existiert.

Sei p € R™{0}, dann gibt es ein K ¢ C R"\{0} mit p € K, so daf§ mit

g(p,s) := ps + VpX(p,s),

g(p,s) := ps + VDX(p,S) ((ps) € K x Ry)

fir alle t’ > t > T{<:: max{T, T} gilt:



!

t ~
[Y(p,t") — Y(p,t)| = |.£' (VL(g(l s)) — VL (&(p,s)) + R(p,s)— R(D,S)) ds|

! N ¢! -
< [ IVUgps) — VL(EMs)] ds + [ [R(p,s) + R(p,s)| ds, (4.3)
’ t
wobei
R0 = 12X, = Vi (gl € Gt (0 €K, t > Ty)
und

~ ~ -1-%;

IR(p,t)] = I( (pst) = Vi (peK,t> TK)

—
gst
—
=
£

AN

@
P

—

gelten. Zu einem vorgegebenen ¢ > 0 gibt es daher ein Tke > max{l, T{(}, so dafl fir alle
t >t > Ty, gilt:

l’

JURM)] + [R(ps)]) ds <

(8]l

Um den ersten Summanden in (4.3) abzuschidtzen, nchimen wir die j-fach iterierten Modifikationsterme
X(J) bzw. X(J) beziiglich V| bzw. \7L zu Hilfe und setzen fiir alle j € Ng mit j < &

é’;j(l",s) = ps o+ VDX(J)(I),S),

y s

gj(p,s) 1= ps + Vp}\( )(p,s) ((pss) € K xRy) .

Dazu ist zu bemerken, daf3 wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen diirfen, dafl %, % Z N,

was nach Bemerkung 3.2 ii) ohne weiteres moglich ist.
Sei nun N := [3] und M := [%] dann ist N > M wegen 6 < 6, und wir erhalten fiir alle s € R,

IVL(g(pss)) — V(E(p:s))]
< IVi(apss) = Vileno1 ()] + IV (8n_1(ps) — VL Eno1(Ps)]

+ |V {%N 1 (pss)) — V ~' P‘ )|+ |\r {3[\/| 1(Pa )) - VL(g(p,s))] . (4-4)

Der erste und der letzte Summand aul der rechten Seite der vorangegangenen Ungleichung (4.4) ist
Lemma 3.7 zufolge beziiglich s in LY((0, o)), da (N+1)6 > I und (M+1)§ > 1.
Setzt man
5 U)o VAR 7 (5
R (ps) = VL (Ej(p:s) — VL(E;_1(P:9))s
so ergibt sich fiir den dritten Summanden in (4.4) durch Anwendung von Lemma 3.4 im Fall N > M

(wo iiberhaupt nur ein solcher Summand auftritt)



N=1 _
Vi (En-1(pss) — V(Emo1(ps))] < .Z ]R(J)(l),s)f
j

I
<

1=
Coxj (1 + 970 (s € Ry).

%

=
i

Da nun V| — \7[_ = Vg— Vg die Voraussetzung von Lemma 3.8 erfiillt, hat man schlieflich fiir alle
s >0

IV (gn1 () = Vi Eno1(0s)] € Co ey (1 +9)77

wobei p =6+ &+ (N=1)§ > (N+1)5 > L.

Somit ist (V| o g — f’Lo g)(p,.) € LY((0, o)) und es gibt ein '1‘{<"6 > 0, so daB fiir alle t’ > t > T,’,("E

!

t 5

Jt Ivl_(g(l)vs)) - \L(‘(l)r\)” ds < :6_):

gilt. Die Existenz von . lim Y(p,t) zeigt man in analoger Art und Weise.
— -0

Der zweite Beweisschritt wird nun darin bestehen, die Existenz der mit X modifizierten Wellen-
operatoren W, nachzuweisen.

Dazu zerlegen wir gemaf Lemma 1.18

wobei V| der Voraussetzung 1.17 mit £y = N geniigl, was méglich ist, da V| € C*(R™ c CN(R") ist.
Zu V| gibt es nach Satz 1.19 e¢in X € C*(R" x R, R), das infolge der Eigenschaften (1.18) und (1.19)
ein CN- Modifikator beziiglich \—’l_ darstellt, fiir den nach Satz 1.20 die Existenz der mit X modifizier-
ten Wellenoperatoren W, gesichert ist.

Die Differenz Vg der kurzreichweitigen Anteile der Zerlegungen

V = \,S -+ \/,L’ \/ = \,S + \/S + \,L
erfiillt nach Lemma 1.18 die Voraussetzung dieses Satzes, so dafl mit dem im ersten Schritt Bewiesenen
und der Tatsache, daB der C"- Modifikator X auch ein CN- Modifikator ist, die Existenz der mit X

modifizierten Wellenoperatoren W aus der Existenz von W folgt.

Wendet man diese Schluflweise ein weiteres Mal aul X und X an, erhdlt man schliellich auch die

Existenz der mit X modifizierten Wellenoperatoren W und die Giiltigkeit von (4.2).



4.2 Ein Existenzbeweis fir die mit iterierten Modilikationstermen gebildeten Wellenoperatoren

Als eine erste Anwendung des Satzes 4.1 zeigen wir dic Existenz der mit iterierten Modifikationstermen

hinreichend holier Iterationsstufe gebildeten Wellenoperatoren.

Korollar 4.2:
Sei V ein zulissiges Potential, so daBl (llg + V) | F(R"™) eine selbstadjungierte Fortsetzung H besitzt
und der langreichweilige Anteil 'V, € C" mit einem Abfallexponenten § > K+_1 versehen ist, derart
daB N:=[i] # 1 gilt.

Dann existieren die mat ‘-\'m

und A\’Q’) modifizierten  Wellenoperatoren Wi]) bzw. Wg:]) fir
j=N, ..., kund es gill fur allel, m € Nmit N < m <<«

w = wi (4.5)
Wi = ™ (™Y, (4.6)
g I,F(m.(,)( )
mit Uim’ g g €F_1<c~' S fz) (v € LHR")), wobei fiur alle p € R"\{0} gilt:
(m,l 07 (7
FM ) = T (Vs + X ) = il + VX)) ds (4.7

0

Beweis: Die Existenz von Wi 9 b, \V(ij) folgt unmittelbar aus Satz 4.1 und Lemma 3.3 bzw. 3.4,
die, wie in Bemerkung 3.5 ausgefiihrt, implizieren, daB X(D bzw. Xg) fir alle j e Nmit N <j <«
C*~I*1 Modifikatoren beziiglich V| bilden.

Bleiben noch die Bezichungen (4.5) und (4.6) zu zeigen. Seien I, m € N mit N <m <1 < &,

p € RN{0} und ¢ > 0. Dann gibt es ein K ¢ R"\{0} mit p € K, so daB mit Lemma 3.3

P = xXMp0l < 5 X0 — xP )]

i=m

< \_‘ Co K‘ (1 + |t|)1—(|+1)6

i=m

1- (m+1)6

1
< - max C - T
- [H’]‘Qé{ m<i< 1-1 0K

< ¢

fir alle |t] > T\ ., > 1 gilt, wobei T\, wegen (m+1)é > (N+1)6 > 1 hinreichend gro gewéhlt



werden kann. Damit ist

i (xé')(p,t.) — Xgm)(p,t‘)) —0  (pe R0}

t—+

gezeigt, was mit (2.7) und (2.8) in Satz 2.1 (4.5) ergibt.

Zum Nachweis von (4.6) geniigt es (fiir t > 0) mit I' := Fgrm'l)

(x(')(p,t) — X(m)('lm,)) =TF(p) (p € R\{0}

lim
t—+o0

zu zeigen, vorausgesetzt I ist durch (4.7) wohldelinicert. Da aber nach Lemma 3.4 (mit den dortigen Be-

zeichnungen) R(i)(p,.) e LY((0, ) firalle p € K ¢ R™{0} und allei € Nmit N < i < &, ist
Top@, ‘ R n

J IR (ps)l ds < oo (p € RN{0}) .

9]

Seip € K cc R™{0} und ¢ > 0. Dann ist

XOm.) = X0 — 1) = ([ (Ves + VX D08) = Vs + 7,X " D)) ds|

< F R
< Y TR (ps)] ds
i=m ¢
= €
fir alle t > Tke , wo T « > 0 geniigend groB gewihlt ist. |

Beispiel 4.3:
sin(1x|”)
[x]

Wir wollen noch einmal den Fall des oszillicrenden  Coulomb - Potentials V(x) =
(x € IRS\{O}, p € (0, 1)), das, wie wir in Beispicl 1.21 geschen hatten, fir 0 < p < % ein zulassiges
Potential ist, untersuchen. Dabei folgen wir der Vorgehiensweise in Beispiel 3.6, wo wir die Existenz ge-
wisser modifizierter Wellenoperatoren fiir das Coulomb - Potential nachweisen konnten.

Wir zerlegen Vo = Vg + Vo wie in Beispiel 1.21 in einen kurzreichweitigen Anteil V5g und ein

VoL € C¥ mit Vo (x) = Voe(x) fiir alle [x| > 2, so daB zu jedem & € N ein C, > 0 existiert mit
DY Vo ()] € Co (1 + x0T (x € RY)

fiir alle Multiindizes o mit |o| < « .



Um sicherzustellen, dafl V5, cin langreichweitiges C"- Potential mit Abfallexponent 6§ > n+-1 darstellt,
miissen wir (1—rp) > 5, d. h. p < =5 fordern. Wiihlen wir ein p € R\Q mit p < p < 75, so ist

fir alle a € Ng mit Ja| < &
DY Vo ()] € Co (14 [x)T7UP (x e R®)

und Korollar 4.2 liefert die Existenz der mit den iterierten Modifikationstermen Xg)c modifizierten

Wellenoperatoren fir alle j = [1":17?]’ v 3. 4S5

Im Fall p < l) existieren also insbesondere die mit \(Olé modifizierten Wellenoperatoren, wobei
X (o) 1= [ Vo (ps) ds t) € R®x R
Xocst) 1= J} ‘oL (ps) ds ((p,t) € R™x R)
gilt. Somit erhdlt man fiir alle p € R3\{0} und |t| > ﬁ“))—‘
2/1p| Logi 3)’
(D) p . . sin((|pls)’)
Xoelpt) = | VoL (ps) ds + | ———|—l|;|—31—— ds
e 2/1p|

Iteriert man direkt an Ve, was moglich ist, da V4 stetig in den Nullpunkt fortgesetzt werden kann,

3

i ia) N
Xoc(pt) i= hJ;I .(JJ' M N

(1)

so ergibt sich, verglichen mit X5¢,

A1) r 3 2
Xocbt) = Xoclpt) = v(p) (0 € RO} |t 2 1)
mit einer von t unabhingigen, reellwertigen Funktion . Nach Korollar 2.2 existieren demzufolge auch
die mit X5 modifizierten Wellenoperatoren und wegen
y I
tsin((|pfs))

lim X ,t) = lim B e 1t 16
Jm Xocwt) = =

too .
1 J sint
= T

dr
plvl g
= iﬁm (Ip| # 0)

folgt mit Satz 2.3 die Existenz der gewdhnlichen Wellenoperatoren.



AuBerdem 148t sich zeigen, daB fiir jedes u € 3’(R3), u#0
0o -1l
JIVoce e Oull dt = o (to € R)
‘o

gilt, so dafBl die Methode von Cook in diesem Falle nicht anwendbar ist. (vgl. Alsholm [1]) O

4.3 Eine allgemeine Ixistenz- und Invarianzaussage beziiglich zeitabhédngiger Modifikatoren

Als eine letzte Verallgemeinerung der in Satz 4.1 gewonnenen Aussage wollen wir jetzt die dort ge-
machten Voraussetzungen dahingehend abschwéchen, dafl wir an die Differenz der kurzreichweitigen
Anteile Vg und Vg zweier Zerlegungen eines zuliissigen Potentials keine zusdtzlichen Bedingungen

mehr stellen. Wéare ndmlich z.B.
(Vg — V)(x) = Vo(x) := (L + |x) " (log(lx] +2))7'77  (x € R")
mit ¢ > 0, so lieBe sich zeigen, dal V, kurzreichweitig im Sinne der Definition 1.1 ist, aber
D"V, ()] < Ca (1 + |57 (log(Ix] + 2))777

fiir alle o € Ny gilt und (4.1) nicht erfillbar ist.

Die Beweismethode des folgenden Satzes ist der Arbeit von Hormander entnommen ([6], vgl. Theorem
3.10) und beruht auf der Beobachtung, daB dic Differenz Y := X — X zweier C"- Modifikatoren X und

X einer quasilinearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung gentigt.

Wir werden darauf aufbauend zeigen, daBl Y(&(.),t) auf der Schar der Charakteristiken {ft}t>t0
dieser Differentialgleichung ecinen Grenzwert [ir ¢ — oo in Llloc besitzt. Ein genaues Studium der
Charakteristiken &; wird uns dann in die Lage versctzen, zu folgern, dafl eiY("t) lokal dem Mafe nach
konvergent ist und damit die in Satz 2.1 angegebene hinreichende Bedingung fiir die Aquivalenz der

mit X und X modifizierten Wellenoperatoren hinsichtlich ihrer Existenz und Vollstindigkeit erfiillt.
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Satz 4.4:

Gegeben seien ein zulissiges Polential V und zwel Zerlegungen desselben
V="Vs+ V, V="Vs+ Vp,

derart daBy Vo und Vo kurzreichweitig sind und fir eine natiirliche Zahl k > 2 die langreichweitigen
S s y 9
Anteile Vi, VL € C'K'(R”) mil Abfallexponenten ¢, 5 e (0, 1) versehen sind.
Sind mit X und X zeilabhingige C"- Modifikaloren beziglich 'V, bzw. V, gegeben und besitzt
L L
(Hy + V)| P(R™) eine selbstadjungicrle Fortselzung H, so existieren
v (,—ill[()—i-\rt

W, = slim «
& t— 4o

_ otim (MH =X

1%
* {— 4o

und es gibt unitire Operaloren Uy in L*(R™), so dal
Wy = WU,

gilt.

Beweis: Sei Y := X — X. Dann gilt fiir alle (p.t) € R" x R,

ARV ~ ~ ~
da\t (Pvt) = VL(Pt' + va(P»l‘)) - vg_(l)“ + vpx\([)-l)) + R,(]),t) - R(p,t)

=V (pt + VpX(p,t)) — VL (pt + VpX(p,t) + Vi (pt + VpX(p,t)) — Vi (pt + VpX(p,t))

+ R(p,t) — R(pyt)

1 3
= | <VV_(pt + 7VpX(p,t) + (1=7)VpX(p,t)), VpY(p,t)> dr
0

+ (VL =Vt + VpX(pit) + (R—=R)(pit)
Setzt man fiir alle p € R", t > 0 und 7 € [0, 1]

h(pt,7) := pt + 7V X{(p,t) + (l—T)fo((p,t)
1

b(pt) := [ VV(h(p,t,7)) dr (4.8)

0

a(p,t) := (V| =V ) ((p.,0)) + (R=R)(p,t) ,



so zeigt sich, daB Y die quasilineare partielle Differentialgleichung 1. Ordnung

Y (p,1) = <blp,t), VpY(p,t)> + alpt)

erfiillt.
Ahnlich wie im Beweis zum Lemma 3.3 erhalten wir durch Anwendung von Lemma A.4 aus den Eigen-
schaften (2.25) fiir X und X und der Voraussetzung an V| € C* C c?

IDp b(p,t)] < Cx (1 + fyt—d ((p,t) € K x R4)

fiir jedes beliebige Kompaktum K ¢ R™{0} und alle o € N mit |o| < 1.

Wir fassen das Ergebnis des 1. Beweisschritts zusanimen:

Y :=X — X erfullt fur alle (p,t) € R" x R,
%%(p,t) = <b(pt), V,Y(p,t)> + a(p.t), (4.9)

wo a € CHR" x Ry, R) und b € C'(R" x Ry, R) wie in (4.8) definiert sind und es zu jedem Kompaktum
K C R"\{0} eine positive Konstante C; gibt, so dali

D5 b(p.t)] < Cie (1 + 677 (4.10)
firr alle Multiindizes o« mit o] < 1 und (p,t) € K x R..

Im néchsten Schritt zeigen wir:

Seien K CC R™\{0} und K, cC R"\{0} mit K, C K. Dann gibt es ein Ty > 0, so dafl zu jedem

n € K, und jedem t; > T, eine auf [t,, o) maximal fortgesetzte, eindeutige Losungskurve wmto von
b= —b(p.t) (4.1)
mit w’n’to(to) = 1 existiert, derart daf} l,"‘,/',n(t) € K fir alle t > t; gilt, d. h. genauer ist
[, 0(0) = Cui,(t)l S 5 inf{lx =yl | x ¢ Kp y & 0K} (4.12)

[e]
Da b(p,t) wegen (4.10) ciner beziiglich p € K globalen Lipschitzbedingung in G := K x Ry geniigt,

existiert zu jedem (1g,tg) € G eine maximal [ortgesetzte, eindeutige Losung @ von (4.11) auf
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[¢] 5
K x (tg, T) mit ¢(tg) = 19 € Ky. Angenommen es sei T < oo, so gibe es eine Folge {tn} C (tg, T)

mit lim tp, = T und lim ¥(t,) € 9K, im Widerspruch zu
n—oo nN—oo

t
(1) — ¢(to)l < [ Ib(3(s),s)] ds

to

= o= 8
< Cpl + Tg)

IA
Lot—

sinf {|x—y| | x ¢ Ky, y € 0K}
fiir alle t > tg > Ty, sofern Ty hinrcichend groB gewdéhlt ist.

Seien K, K, und T, wie in egeben, dann gibt es eint, > T,, so daB} fiir alle t > t
1 0 geg £ 0 0 0

ntg’

. [¢]
€ K, — K

/
=Y -
I Tty

(t)

o o -
ein C1- Diffeomorphismus von K auf £(K ) ist und fir alle t > t, gilt:

sup |5 (€,n) — )l | n € Ky, lal =1} < § (4.13)
()
Die Losungen ’l,/.’”'to von (4.11) sind aul (ty, ) nach ihren Anfangswerten n € K, stetig differenzier-
bar, was im wesentlichen aus b € ok folgt (vgl. Walter [14], §13, Satz X). Auflerdem lassen sich
Df','l/),7 to stetig auf Ky fortsetzen (Ja| < 1), s0 daB &, € Cl(l\') fiir alle t > T.
Wegen (4.10) gibt es ein '1‘6 > 0, so daf} fiir alle t > ’1‘6
t

Bei=sup {J |Dp b(ps)| ds|p e K, |o| =1} < %
To

gilt. Sei nun t > 5 := max{Ty, T6 1, so ist nach Anwendung der Kettenregel fir |a| = 1
Dy (&(n) — ) = Di (&) — & ()

14 "
= — [ D¢ b(&s(n)s) (Dy (€s(n) — m) + Dy n) ds,

)

so daf3 folgt:

: B
sup {|D3 (&) — )| | n € Ky, o] =1} € =%
=5

<

Do
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(o) [e]
Sei n € Ky und U, () C Ky. Dann folgt mit dem Mittelwertsatz und (4.13) fiir alle ) € Ue(n)

A\
toi—

[€¢(n) — &) — (=D < 5 In =4,
und somit

ln — il = [&() — &M < 5 |n — a0,

Lo

was zusaminengenoiniien

|—
1o

I =0l < &) — &M< 5 n — il

N
N

8
8

ergibt. &, ist also injektiv und wegen (4.13) besitzt & lokal stetig differenzierbare Umkehrabbildungen.
&, konvergiert fiir t—oc in der Cl- Topologie gegen einen Cl- Diffeomorphismus € s SO dafy

|€a(n) = 0l < g inf {lx =y | x € Ky, y € OK} (4.14)
fur alle n € K, gilt:

Seit! >t > EOv dann gilt wegen (4.10) und (4.13)

Hft’_ &Gl = > sup [l)“(ft/(ll) — &)l

o<1 n €K,

I

{ it!
sup [ Ib(&(n)s)| ds + sup [Dy [ b(&s(n),s) ds]

<
l[EK! t ’IEKl t
la|=1
- — [‘/ ~ Q& a
< Ck (1 4+ 1) s | sup [Dp b(p,s)| - sup |Dy &s(n)] ds
tpeK n€Ky
la|=1 lal=1
< O (1 —t L 3c " —1=0 g
SCk (L4197 +5Ck [ (L+59) s

<C(+1)7

so daf} wegen der Vollstiandiglkeit von ¢l ein ., € (71(1\'1) existiert mit

oy

Jim flg— €l = 0.
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Dariiberhinaus ist fiir alle p € Ky, |o| < 1

D3 (€u(m) — M < DY (§.(m) — )] + D7 (E¢(n) — 0)]
<6 &l + 1Dy (&¢(n) — ),
so daB fiir |a] = 1
D5 (&) — )l < 5

gilt. Mit den gleichen Argumenten wie in laBt sich folgern, daBl £ ein C1l- Diffeomorphismus ist

und fiir |o| = 0 ist wegen (4.12)

() — al < llE— &l + S inf {Ix — y| | x ¢ Ky, y ¢ 0K}
und damit (4.14) erfiillt.
Es gibt ein T, > ?0, so dal} firallet > T,

o)
v K —= K
== f/(’/) -+ % vg)?(fi(ﬂ)/t)

o
stetig differenzierbar ist und fiir alle ) € K, und t > T,

|det Dy, > ¢; > 0 : (4.15)

Sei n € Ky und |a| < 1, so ist

D5 (ee(n) — M| < D5 (£.00) — ] + 1 D5 (VX (&) -

Nach Voraussetzung an X gilt fiir alle p € K, |3

IN
1o

IDF X(p.t)] < C (1 + 6

k)

[¢] £ ~
so daf fiir alle » € K, und alle t > 'T';, wobei Ty hinreichend grofl gewéhlt ist, gilt:



- 61 -

loc() — ul < 1&n) — nl + LV X(Em).b)]

RIS YT T = (1 + t)1~¢
<2X1511P!<1{|x vl |y ¢ 0K} + C ~——

<3 s 11y <000

[¢] = o
Das bedeutet, daB @ (1) € K [ir alle t > 1"}, » € K; und demzufolge ist ¢, fiir alle t > T; > T,

wohldefiniert. Ty wahlen wir nun so, daB fiir [a] = 1 und alle t > Ty
D5 (ou(m) — )l <L+ L sup 1D Kol - sup DS &)l
- [)fK 7]€K1
|5l=2 |3]=1
L o8 k8
<5 +3Ci——
3 X
< i (n € Ky)

und mithin (4.15) gilt.

Seien K, K, K, CC R*\{0} mit K, C K, und K, C K. Dann gibt es ein Yoo € LL(K,) mit

YE( D) == Ve,

I, - \
LY(K,)

wobei &, wie in [3] definiert ist:

. o 5
Die Gleichung (4.9) nimmt jetzt {iivr n € K, ¢ > 1 die Gestalt

(ﬁlit Y(& (i) = a(&(n)t) (4.16)

an und es geniigt zu zeigen, daB es zu jedem ¢ > 0 cin T, > fo gibt, derart daf} fir alle 4> T,

gl . 2
SV = Ym0l dn € [ [ IVC= V] (sl s + TeX(es(a))) ds dn
0 8]

+ [ [ IR = R (&s(n).s) ds dy (4.17)
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Der zweite Summand in (4.17) 1486 sich leicht fiir hinrveichend grofe t/ > t beliebig klein machen, da
fir alle p € K cC R™\{0} nach Voraussetzung R(p,) = O(Itl_l—ér) bzw. R(p,t) = O(|t]"l"5r) fiir
[t| — 0o mit &, 6, > 0 und nach [ &s(n) € K fir alle n € Ky und s > tg gilt.
Zur Abschédtzung des ersten Summanden in (4.17) genligl es wegen V| — \7,_ = \75 — Vg und mit
den in [§] eingeftihrten Bezeichnungen
oo

J I Vsl Ul + [Vslpe(n) O]) dtdn < oo (4.18)

Ko Ty
zu zeigen.
Wegen (4.15) ist ¢, fir alle t > Ty lokal inverticrbar, d. h. zu jedem 7 € 10{1 gibt es eine offene
Umgebung U, C lo{l, derart daB @ [ Uy, cin CL- Diffeomorphismus ist. Da U Uy D Kj eine offene
Uberdeckung von Ky ist, neky
enthdlt diese nach IHeine-Borel cine endliche Feilitberdeckung Ko C U Un; und ¢y(Un;) C K
1<i<rt>T)). e

Im Hinblick auf (4.18) konnen wir nun mit Hilfe der Transformationsformel abschétzen:

oo

J :l" [V(ee(n) O dtdy <50 [ ] [Vs(ee(n) t)] dt dn
KoTy i=1U,. T

3

r S
< & [T [Vs(ee(n) 6)] |det Dygy] dt dp
i=1 OU,]'_I—I

<& T [ IVetxt)l dxdt
0] I K
s (G0 1
< C () [ (f [Vg(xt)]* dx)2 dt .
I K

Da Vg kurzreichweitig ist, gibt es nach Definition .1 fiir fast alle y € R" eine Umgebung ny CR"

mit

- 1

S |\"S(1‘x)§"l dx)2 dt < oo
}

Uy

und U Uy (N Nullmenge) ist fiir jedes Kompaktum K C R"™\{0} eine offene Uberdeckung,
yeRMN

aus der wiederum eine endliche Teiliiberdeckung  |J Uy, D K ausgewéhlt werden kann, so daf
~ 1
1<i<t

[e¥e]

I (f IVs(xt)]® dx)? dt < i TS Vslxt)]? dx)? dt < oo
1 K i=1 |

U!/Z'

gilt. Mit \75 verfahrt man genauso, so daB insgesamt die Giiltigkeit von (4.18) folgt.
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Seien K, K;, K; Kompakta wie in [6] gewahlt und & __ der C!- Limes von &, auf K, gemaf [4], dann gilt
mit Ky := §,(Kp), Koo = £ (Kp)

[ Yt = Yao el dp =2 0

KinKeo

Da &; fiir alle t > EO ein C1- Diffeomorphismus aul Ky ist, erhdlt man mit der Transformationsformel

kfl’\"(w) — Yool &) dp :K/' (e (n)t) = Yoo(n)] |det Dyéy| dn
t 4

(4.19)

IS

fiir jedes ¢ > 0 und alle t > T¢, wobei T, > Ty > {5 gemiB [6) hinreichend groff gewéhlt ist.
Fir alle p € Koo N K ist
1§20 0) — STH = 1€21E ) — (6 )
— 0 gleichmdidBig fir t — oo,

da & — &, gleichmiBig fiir t — oo und E:l [ K. gleichmiBig stetig ist. (Ko ist als stetiges Bild

des Kompaktums Ky kompakt.)

Zu Yoo € LY(Kp) und ¢ > 0 gibt es ¢in Yo € CO(Ky) mit ||Yeo — \700||L1 <
(4.19)

—£f 5o daB mit
4p(Keo)

JOIYGD = Yale2oD b € [ (V1) = Yoo 20 + |(Yeom Vo) 0 €53 dp

KK oo K, NK o

+ [ (Voo (67 = eZH)] + (Y eo—Yoo) o €2(p)]) dp

<Bed [ [Vao (7 - €2H0)] dp

fir alle t > T¢ > T., wobei T¢ geniigend groB gewihlt ist, was moglich ist , da f{l — 5;01 gleich-

mafig auf Koo N Ky fiir ¢ — oo, wie oben gezeigl, und Y o auf Ky gleichmad Big stetig ist.



Fiir jedes o > 0 ist

WY (pt) - Yool (p
T T M S TP (4.20)

Aus [7] folgt, da die It Konvergenz die Konvergenz dem MaBe nach impliziert,

Jimpp € Koo | Y(pit) - Yoo e (0)] X e, (P) 2 0} =0 (4.21)
fir jedes o > 0.
Nun gilt fiir eine Folge mefbarer Funktionen fi: R" D U — R, die fiir t — oo dem MaBe nach gegen
eine meflbare Funktion (.: U — R konvergiert, dafi auch g v Ben elfoo gilt, denn fir alle o € (0, 2)
2
folgt mit o’ := arccos (1 — Z-) aus |fy(p) — [u(p)] < o!

o TP = T (P))

112 <2(l —coso') =0

l
Somit ergibt sich aus (4.21) ftr alle ¢ > 0
‘ 1l (YD) = Yoo €21(P)) . _
Jim p{p € Keo | e S =1 Xg_ i, (P) 2 0} =0. (4.22)
Des weiteren gibt es zu jedem ¢ > 0 cin T, € Ry, so daB [tr alle t > T, gilt:
p(Ke\(Kew N KY) < e (4.23)
Angenommen (4.23) gelte nicht, dann gibe es eine Folge {ty} C Ry mit nl-i—l;noot” = oo und ein € > 0,
so dafl pu(Keo\(Keo N ]\'t”)) > ¢ fir allen € N wire.
Mithin gébe es ein p € Koo mit Up(p) C Koo fiir cin p > 0und Up(p) N K¢ = 0 (n € N), im Wider-

spruch dazu, daf ein € K existiert mit p = __(p) = tlim’ () .

Sei nun ¢ > 0 und o > 0, so folgt aus (4.22) und (41.23) die Existenz eines Te s > 0, so dafl fir alle
o y

t > Tg)o gllt

b € Koo | [/ VPR = Yoo €500 _ ) 5 )

: -1
< ulp € Koo i lcl(Y(D,t) - Yoo £,(P) _ 1 \K,\»anK,(P) >0} + 2 p(Koo\(Keo N Ky))

< €



Um den Beweis des Satzes (fiir t > 0) zu Ende zu fiihren, ist es nach Satz 2.1 hinreichend, zu zeigen,
dafl es eine meBbare Funktion F auf R" mit |F| = 1 fast iiberall gibt, so daf

iY(pt)

Jim pdp € K| e ~ Fp)l 20} =0 (4.24)

fiir alle 0 > 0 und jedes K C C R"\{0} gilt:

[¢] o]
Sei B C By C ... C By C ... cine Folge von Kompakta mit B; C Bj; CK (G € Np) undijBj D K.
Dann gibt es zu jedem j € N ein Y& € LY(B | eine CL- invertierbare Abbildung ¢9: B, — K
g s zu jedem j € Nein Yoo € L7( jwl) und eine C- invertierbare ildung & : ; — Ko,
i Q
D, )k

oo

so dafl mit AJ- = &

; () )=
n{p € A | |CI(Y(D,t) - YoTo (6.7 () 1| > U}t:’_?" 0 (4.25)
fir allej € Nund o > 0 gilt.
Wegen (4.14) gilt auBerdem fir alle 5 € HJ-

€D — i)l < Linf {Ix — ]| x ¢ B,y ¢ 9K}

— 0  (j = o0),
d. h. es gilt ESJ) — id in C(K) [tr j — oo, wenn man f(i) fiir alle j € N stetig auf K fortsetzt. Mit

dem gleichen Argument wie in [8 1aB( sich nun begriinden, dafl es zu jedem € > 0 ein ic € N gibt, so

daf3 far alle 1 > ic gilt:
p(K\A) < e (4.26)

Definiert man G (D

. F .‘4]
¢l Yoo 0 (6 )THR) g p € A;,
gj(l)) - {

1 fiir p € K\A,,

so ist fur i, j € N
NE RN

da der Limes einer dem MaBe nach konvergenten Folge meBbarer Funktionen bis auf eine Nullmenge
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eindeutig bestimmt ist. Damit exisitiert [ir fast alle p € K
g(p) := lim g(p)
j=o0
und g ist mefBbar auf K.

Fihrt man die Konstruktion eciner solchen meBbaren Funktion fiir jedes Kompaktum K; C R™{0}

einer Folge K; C Ky C ... mit |J I\'J- = R" durch, so erhidlt man eine Folge von mefBbaren
JEN

Funktionen

% R" > K; — C  mit[i(p)] =1 Lfa. p € K;

und

5+1

denn (4.25) und (4.26) ergeben fiir alle o > 0 und j € N

. . iY(p,t)
tll_m\ Wp € K; | e —

fi(p)| > g} = 0. (4.27)
Mit
F(p) := lim fi(p) (Lla. pe R")
j—

erhalten wir das Gewiinschte, nimlich eine meBbare Funktion T auf R™ mit |F| = 1 f.ii., fiir die wegen
(4.27) und der Tatsache, daB jedes K CC R™{0} in einem I{jo fir ein j, € N enthalten ist, die
Bezichung (4.24) gilt.

|



5. Zusammenfassende Bemerkungen

Wir wollen unsere Untersuchungen mit zwei Anmerkungen beschlieBen, von denen die erste den Aspekt
der Vollstindigkeit im Rahmen der gewonnenen Lrgebnisse beleuchten soll, widhrend wir in einer
zweiten, resiimicrenden Bemerkung noch cinmal das cingangs aufgeworfene Problem der Unbestimmt-

heit der modifizierten Wellenoperatoren aulgreifen wollen.

Unter Bezugnahme aul cine Aussage iiber die Vollstindigkeit modifizierter Wellenoperatoren vom
Hérmander—Typ, wie sic im 1. Kapitel betrachtet wurden, lassen sich die Sdtze des vorigen Kapitels
unter leicht verschirften Voraussetzungen auch aul die Vollstindigkeit ausdehnen. Mit Hilfe
stationdrer Methoden zeigte ndmlich Kitada [10]. daB fiir ein zuldssiges Potential V. = Vg + V|,

wobei [Vg(x)] < Cg (1+4]x )_1—5 und V_ die Voraussetzung 1.17 mit kg = 3 und 69 = 6 € (0, 1) er-

filllt, die mit einer gemiB Satz 1.19 existicrenden - Lésung X der Hamilton—Jacobi Gleichung

modifizierten Wellenoperatoren W, vollstiandig sind.
= 5

.o ‘ . . i . I e r . . . . s d
Ist nun fir « >3 ein  zeitabhingiger C"-= Modilikator X bezlglich eines langreichweitigen
s DO

C"- Potentials V, eciner Zerlegung V = Ve -+ V gegeben, so existiert infolge der Ergebnisse des
L gung S Lo 8ee g g

4. Kapitels der mit X modifizierte Wellenoperator W und die Wertebereiche von W, und W sind

gleich (bzgl. des gleichen Vorzeichens), so dafl das Resultat von Kitada in diesem Falle auch die

Vollstiandigkeit von W impliziert.

Vom mathematischen Standpunkt aus wirlt die Unbestimmtheit der Wellenoperatoren die Frage auf,
ob zwei verschicdenartig modifizierte Wellenoperatoren in der Weise dquivalent sind, dafB§ sich ihre
Existenz und Vollstindigkeit gegenseitig bedingen. Ordnet man die in dieser Arbeit entwickelten Er-
gebnisse in diesem Zusammenhang cin, so crgibt sich [iir jedes zuldssige Potential V die Existenz einer
Aquivalenzklasse von Wellenoperatoren, die alle die modifizierten Wellenoperatoren umfasst, die mit
zeitabhdngigen Modilikatoren eines hinreichend glatten, langreichweitigen Anteils von V und solchen

Funktionen gebildet werden, die sich von diesen nur aul ciner Menge endlichen Mafles unterscheiden.

Da die Wellenoperatoren W selbst nicht direkt it physikalischen MeBgrofien in Verbindung stehen,
wollen wir zur Betrachtung der physikalischen Aspekte der Nichteindeutigkeit den Streuoperator
S = WXW_ untersuchen. Zwei iiber verschiedenartiz modifizierte  Wellenoperatoren — definierte
Streuoperatoren werden wir dabei im physikalischien Sinne dquivalent nennen, wenn sie identische
MeBresultate vorhersagen. Existenz und Unitaritiit des Streuoperators sind, physikalisch gesehen, sicher
unverzichtbare Voraussetzungen, so dall  dic  physikalisch  relevanten Aquivalenzklassen von

Streuoperatoren aus den korrespondierenden Klassen der im mathematischen Sinne &quivalenten
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Wellenoperatoren hervorgehen.

Ob man auf diesem Weg tatsichlich zu einer feiner strukturierten Klasseneinteilung gelangt, hangt in
erster Linie von der Grofie der zugrundegelegten Menge von Observablen ab. Je kleiner die Menge der
Observablen ist, um so grofer werden die entsprechenden Aquivalenzklassen sein. In dem von uns
untersuchten, eingeschriankten Fall, daf sich die Vertreter ciner Aquivalenzklasse von Wellenoperatoren
durch die Multiplikation eines unitidren Operators unterscheiden und die zugehorigen Streuoperatoren
infolgedessen unitdr dquivalent sind, wird man vermuten, dafl es sich hier auch um physikalisch

dquivalente Operatoren handelt.

Ein Indiz dafiir ist eine Grofle, die in Streuexperimenten gemessen wird, ndmlich die Wahrscheinlich-
keit ein gestreutes Teilchen in einem Kegel C mit Spitze im Punkt des Streuzentrums wiederzufinden.
Dollard [5] zeigte, daB diese Wahrscheinlichkeit P([, ) fiir einen Anfangszustand f im Einflu} eines
Coulomb-artigen Streupotentials, dessen Zentrum mit dem Koordinatenursprung iibereinstimmt,
gegeben ist durch

2

P(E,CY = [ 1S (p))? dp
(™

wobei

Ci={xeR®|<x, u> > a x|}

fiir einen Binheitsvektor n € R® und cin a € (0, 1.

~ ~ o~ g ~ .
Fiir einen Streuoperator S = W W_ = UXSU_, wo W, = W,U,, gelangt man somit zu derselben
GréfBe P(f, C), so daB die ‘Scattering—into-cones’ -~ Formel unabhidngig von der Wahl eines Représen-

tanten der beziiglich Unitariaquivalenz gebildeten Klassen von Streuoperatoren ist.

Die Frage, ob es zu jedem zulidssigen Potential genau eine Aquivalenzklasse von Streuoperatoren gibt

] « 1 b

bleibt offen und die Ergebnisse im Fall kurzreichweitiger Potentiale, wo es einen ausgezeichneten
5 2 s

Reprisentanten, ndmlich den mit den gewdhnlichien Wellenoperatoren gebildeten Streuoperator gibt,

lassen vermuten, daff Alinliches auch im allgemeinen Mall gelten kénnte.

Eine Arbeit von Isozaki und Kitada [8], in der Existenz und Vollstandigkeit eines neuen Typs von modi-
fizierten Wellenoperatoren mit zeitunabhingigen Modilikatoren gezeigt wurden, lassen Fortschritte in
dem Studium der Streuamplitude erkennen, die moelicherweise Aufschlufl dariiber geben kénnten, ob
es einen physikalisch ausgezeichneten Streuoperator gibt und wenn ja, welchen Bedingungen er geniigen

miiB3te.
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Anhang

In diesem Anhang werden die zur Abschiatzung von Ableitungen des Produkts und der Hintereinander-
schaltung zweier Funktionen bendtigten Lemmata formuliert und bewiesen, sowie der Beweis von

Lemma 1.18 nachgetragen.

Lemma A.1:
Seien U C R" offen, K C U kompakt und [. ¢ € ("(U, R) fir ein & € N.
Angenommen, es gebe zu jedem Mulliinder «, § mil 0 < |af, |#] < & positive Konstanten Ciy, 55,
derart daf3
D@ < o (r € B) (A1)

und

o~

[D%g(2)] < T4 (z€K) (A.2)
gelte. Dann ist fir alle v € Ny mit 0 < |v] < &

ID"(f)0)] £ Oy (wEK), (4.3)
wobei €y = 217 g (Ca-Cp) .

lal+]5]=]~]

Beweis: Um D7(f-g) fiir |y| < & abschiitzen zu kinnen, benétigen wir die verallgemeinerte Produkt-

regel
D(Lg)(x) = > (n) D71(x) D g(x) , (A.4)
[o1<lv]
NUSG | o] < |y und y—0o € N mit ol i= IDI a.! fir « € N2
. (Y al(y—a)t = il i 0 =y 0
wobel (0)-: j=1
0 ; sonst.

Wir zeigen (A.4) durch vollstindige Induktion nach |y

|y| = 0: ist klar.

|yl = [y[+1 Sei [y =m < & und ¢ = (6, ... 0, 5) € Ng, dann ist |y + ej[ =m+1 < k£ und

mit der Induktionsannahme crgibt sich



D"*i(f.g)(x) = D (;,) D7f(x) D" g(x)

_ <;;—> (l)n+LJ[()\) l)"‘+(j_(’f-'(";)g(‘\) + l)n[(x) D')'+€j_0g(x))

lo] <]yl
= (02c) D7 D e + Y (3) P DT g
1<lol<lyler lo1<Inl
+C . ~ ~ o +€,.—0
=D’ (x) g(x) + Z (((r--:»c) + (é’)) D™(x) D" g(x)
1<lo]<la]41 !
+((x) D" g(x)
Wegen ' !
0] v oyt 4 (v L=yt V1€
(‘T_I(‘j> + (U) = al(j»i—J(-—o)!J - ( o J) : 625)

J

folgt die Behauptung (A.4) fir |y] = m + L. Weiterhin laBt sich mit (A.5) und einem einfachen
Induktionsschlufl zeigen, daf3
() Sl

/ w A)

o
l71<Iv]

gilt und demzulolge (A.3) solort aus (A.4) folgt. [

Lemma A.2:
Seien U C R" offen, K C U kompakl und r € N.
Gegeben scien weilerhin  zwel, wvon cincm  posiliven recllen  Parameter t abhingige Funktionen
fis 90 € C*(U,R), so daB ¢s zu jedem Mulliinder o, 3 mit 0 < |al, |B] < k positive Konstanten
(/% Eﬁ gibt, derart daf}

1D < Ca(l + 0D v e ks 0) (A.6)
und

17,2 < Ta(t + 0'VD (2 e Kt > 0) (4.7)

IN

mit konvezen Folgen a(j) und b(j) (0 < j < &) erfilll sind. Dann gilt fir y € Ny mit 0 < |y| < &
10790 < E+ 0P e m >0, (4.8)

wobei év = ‘2'7I mar  (Co-Cp) und o) = mar{a(j)+0(0), a(0)+b(3)} (1 < j < k) gilt.

lal+18]=]~]



Beweis:  Mit Lemma A.1 ergibt sich {ir alle Multiindizes v mit |y] < &

/

( - a(lul)+b(lﬁ|))

ID7(f-g)(x)] < ol nax Ty (1 + 1) xeK;t>0).

lal+15]=]~]
Da die Summe zweier konvexer Folgen wieder konvex ist und konvexe Folgen ihr Maximum in den

Endpunkten annehmen, hat man [tr 1 <j < |v]
a(j) + b(lv[—j) < max{a(0)+b(]v]), a(l7])+Db(0)}

und folglich gilt (A.8). |

Lemma A.3:
Seien U, U C R" offen, K C U kompakl und f € C"(U, R), sowic g € C"(T, R™) mit g(U) C U und
k € N.
Zu jedem o € Njj mit 1 < |a| < w gebe es cine posilive Konstante Clay, so daB} fir alle j € N mat
1 <7<

|1D%g;(0)] < Gy (¢ € K) (A.9)

erfullt ist. Dann gilt fir alle Multiindizes v mil 1 < |5] < &

DY (Jog)(z) = % D7f(e(n) - Gy p(2) (ze U), (A.10)

0<|51<]]

wobei die Funktionen Gy 5: U — R fir alle € Njj mit 1 < || < |y| Abschitzungen der Form

Gy s(a)] < Croyg, o O T €K A1l
G < Cialisl e G Gy (z € K) (4.11)
/\‘jZl
genigen mal
o 1y =i (i) o ; : 419
G = 3 B D () (1<i<). (4.12)

Bewets: Zunichst zeigen wir die verallgemeinerte Kettenregel durch vollstdndige Induktion nach |v/:

] n N P .
D (fog)(x) = Z S Ik Okl ((x) 3 ) Caprrmar) H D Jgki(x)
i=1 Ky,....kK;=1 (”l"""'i>3[\/]3,1' =1 J

(A.13)
(1<l €% xeT,



: i
wobei M. ;= {(ay,...a) € Ng™'| v :jz;lcrj} und Caprenay) € Ng fiir (aq,...,0;) € M, .

Fir > ¢l «.) i1 <i <y

L) Caneapemg

“Ivli *T

0 ;i=0oderi > |y| >1

gilt die Rekursionsformel

lali = Cylotio1 T i Clay i (v >2;1>1). (A.14)

e T L gy .

Induktionsanfang |y| = 1: 0,(log)(x) :kéldkl (g(x)) ('1‘10—‘\}(‘&) mit ¢; ; = L.

Induktionsschritt [|y| = m — m+1 = [y[+1: Sei m < r und €:=(6y..,6,;) € Ng, dann

erhidlt man mit der Induktionsannahme

6.
D" (fog)(x)
[~ n o Loy
= o, ( Sk @) X ey [1D7g ()
i=1 KjioeniKy=1 (“l""'(‘j)f-Mw.i IR Ay i | l§
[ n no I . N
= 3 ( > PR t’)k/-()kj( (g(x)) UJ\%k 2 “lagrenay) [ID gkl(X)
i=1 kl""'kizl k]‘:]. J ('ll,...,'l[)SM.),’{ =1
‘ o o . i a;+6, 1€
+ ko Ok T (8(x) 20 2 arrrary LD g, (X)>
p:l (nl,,,_,u/)fM,},,f I =1 l
[7]+1 n o izl o €;
= Z akl' o (}k," (QA(\')) 2 (.(n ceaai 1) H D gk (X)D Jgk'(x)
i=2 ky,...K;=1 (orgpeempay_1)EMy g - 27701 l i
1] n ; I i - i rtep g€
+ Z ()kl'" ()k[.l (Q)(\)) E L (‘(u ()1.) H D ’ gk (X)
i=1 kl,...,ki:l p=1 ((‘1"""'5)‘5[\/}’»,5' a9y I

, IRTI . . n-m
Da M, 1 = {7} und Mym = {(ay,...,an.m) [ es gibt i = L...n mit aj = ¢ (G=1,...n-m)} C Ny,
sowie ¢ 1 = ¢mm = 1 gelten, was mit Ilille der Induktionsannahme und des Induktionsanfangs ge-

. .o Yik€g s :
folgert werden kann, kénnen wir in der Berechnung von D J(fog) fortfahren und erhalten



= X O Ok () D g,

m+1

(51 1 TP, () + 35,048 (69) D)

m n o . - =l o €5
+X X Ok Ol (g0 S o a y [IDMg, (x)D g, (x)
i=2 Ky,... k=1 (aqpeema;_ )My g - 27T =1 ! i
i — g C¥I+6 1I€~
YT ey DT g ()
P=1 (ay,..0;)EMy ;- 1= !
m+1 n . R i a
= ) > Ok Ik d(8(x) b Coprnay LD gy (%)
i=1 KjenaKy==2 (ul,...,ui)SM,_’,:, o8 SR A 5 | .

Hierbei erweist sich in der letzten Gleichung die Giiltigkeit der Rekursionsformel (A.14):

S

ClTl+1,i = = c(ul,,,,,n]-)
(014- H,“i)i M')+Cj,i

+ 2 c .
(al"“'“i—~l)€M’),i—l ) (alv---'o‘z)

Ueto s B
(ay,.. "Cri)SM’Y,i

I~

=Cmpio1 Ticy; 2<ism).

Damit sind die in (A.13) und (A.141) gemachten Aussagen bewiesen.

Setzt man 5

n
Gy plE) = 2 NCT
(oo g DMy g

v X
Ly ) D gp(x)
[l p=1 l:/3p_1+1

fiir alle x € U, 1 < |B8] < || (mit der Vereinbarung 74 := 0), so folgt (A.10) unmittelbar aus (A.13).

Zum Nachweis von (A.11) geniigt es zu zeigen, daB fiir alle m € N

gg =
m,i il

:io(_mi‘i (1]) ™ (i€ N (A.15)

J

gilt (mit der Konvention 0! = 1), was wiederum durch vollstindige Induktion nach m geschieht.



m=1: Firi=0undi=1 ist(A.15) offensichtlich erfiillt. Sei also i > 1, dann ist

111 ;0(—1)H (l;> )= (1_11)!?;:1(_1“{ <1|:§>

J

_ (i (i=1)

(=1 =h J
=0=cy;.
m — m+1: Sei m € N und i € N. Dann ergibt sich mit Ilille der Rekursionsformel (A.14) unter der
Induktionsannalime:
Cmtli = Cmyie1 T Cmi
e, - et B 1Y, i Gei i .
= II'<Z(_1)I J(l.l).]m —{—Z(~I)IJ(1.)Jm)
= ) j=0 J j=0 J
_ 1 ‘“1< NS A (1» m , .m
'“i—l)!(};o( b '. (,‘;)*( Sl

_ il_!jz:i:o(_l)iﬂ' <1J) jm+1'

Wegen ¢y ,.1 9 =0, gilt (A.15) trivialerweise auch i i = 0.

Im Hinblick auf die Anwendung von Lemma A.3 aul Verkntipfungen einer differenzierbaren Funktion f
mit differenzierbaren Funktionen gy, dic von einem positiven reellen Parameter t abhédngen, wollen wir

noch eine Aussage iiber das Verhalten von D7 (fog,) in Bezug auf den Parameter t bereitstellen.



Lemma A.4:
Seien U, U C R" offen, K C U kompakl, k € N und [ € C*(U, R) mit der Eigenschaft, daB fir alle
Multiindizes § mit 1 < |f] < &

DI < Tpyy L+ DYy e vy (4.16)

mit posttiven Konstanten C_'7'|;,,| und einer konvexen Folge b(7) mit negativen Gliedern erfillt ist.
Weiterhin sei eine Funktionenschar {g, € C"(U, R") | ¢ € Ry} mit 9 (0) C U (t € Ry) gegeben, so
daf}

lgi(2)] > Cyt (r€ Nyt > Tyg) (A.17)

mit von I abhingigen Ty > 1 und Cy > 0, sowic
1D%,(2)] € Ciog #"MY (e K 1> 1) (A.18)

fir alle o € Nj mit 1 < |a] < w gelle, wobet Ciyy > 0 und a(j) eine konvexe Folge mit nichinegativen
Gliedern ist.

Dann gilt fur alle y € Nj mit 1 < |v] < &

/

(D)

| DY (fog,)(2)] < C’m [ (e K t>1), (A.19)
wobei
c(j) = max{b(j) + j a(l), (1) + a(j)} (1 <5< k)
und Cl"rl > 0 alleine durch die Konstanten Cy, Cpy .oy gy, (_l'], s EI‘YI und Ty bestimmt ist.

Beweis:  Mit Lemma A.3 ergibt sich [ir x € Kund ( € R

v NN el i = ~ oAb . - nga(kj)
D (fog)(9)l = 3 n' Ty« Cpoyi (1 + ls(9)]) kwln'):kt\[:]ﬂ(<_,kl... Cy, b ) (A.20)

szl

Um den letzten Faktor in den Summanden von (A.20) abzuschitzen, untersuchen wir zunachst den

Exponenten von t und behaupten:

kl+.1}{i§i:k(1>;l;1(l;j)> <(—Da(l) +ak—i+l) (Q1<i<k<k). (A.21)
ijl



Wir zeigen (A.21) durch vollstandige Tnduktion nach k:
k = 1: ist klar.

k — k+1: TFari=1undi=k+1 ist (A.21) offensichtlich elillt. Sei also 2 <1 < k, so gilt

i i~1
Yk =k+1 o= Yk =ktl-k =k <k

Nach Induktionsannahme ist damit

max. ( Zu(kﬂ) < (i—2)a(l) + z-l(f(i—(i—l)-i—l)
kl+“‘+ki—l:Ki i

< (i—-2) a(l) + a(k+1-k;—i+2). (A.22)

Da a konvex ist, nimmt der zweite Summand aul der rechten

Scite von (A.22) sein Maximum fir
1 <k; £ k+2—1i in den Endpunkten k; = 1 und k; = k+2—1i an

und infolge der Voraussetzung, daf a
nichtnegativ ist, folgt weiter

;vl(k—l—]-kivi—lﬂ) < maxfa(l), a(k+2—1)}

< a(l) + a(k4+2-1),

was zusammen mit (A.22) die Induktionsbehauptung fiir 2 <1 < k ergibt.
Damit ist (A.21) gezeigt und im Anschlufl an (A.20) Bt sich mit

Cl:=k - max ( UG ¢ max Gy - C 1<k<«k A.23
k 1<i<k ki ik =k Tk ) QSEsH) (-23)
fir t > T, > 1 weiter abschiitzen:

g - - viyb (@) (-Da(l)+a(|y]-i+1)
D7 (fogy)(x)] < ("'Ilwl : ljslilgi\;;lw + lgg (D7 ¢ L )

<! v max ((}g(w 1b(i)+(i~1)a(1)+a(h}l—i+1) ) .
T Il 1cigly]

Die Folge b(i) + (i—1) a(l) + a(|y|—1i+1) ist als Summe konvexer Folgen wieder konvex und nimmt

infolgedessen ilir Maximum (iiv 1 < i < |7] in den Punkten i = 1 oder i = |y]| an, so daf§ mit
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c(k) := max{b(k) + k a(l), b(l) + a(k)} (I <k < &)
b(i) + (i=1) a(l) + a(ly|=i+1) < (7)) A <i<|y]) (A.24)

gilt. Andererseits ist fiir 1 < t < T

D (foe, )(x)] < C' - max L(i—l)n(1)+a(|7|_i+1)
ID*(fog )X < € - max

o fe=b( eV PD b(i)+(i-1)a(n)+a(ly]-i+1)
S("lvl 12;2]\~,|<1K ("l’K> ' )

< ¢ omax 'l"—b(i) (C(H),
-yl 1<ig]q|

wobel in der letzten Abschittzung die Voraussetzung. dafi b negativ ist und (A.24) benutzt wurden.

Setzt man

= Y oAb . ,,‘—b(i)} .
= Bl 208 2 0 e TR} (4:25)

so ergibt sich (A.19), wobei (A.25) und (A.23) dic Abhiingigkeit der Konstanten C.  von den in den
7

Voraussetzungen (A.16) - (A.18) vorgegebenen Konstanten dokumentiert.

Wir wollen an dieser Stelle den Beweis des Lemmas 1.18 nachliefern. Zu diesem Zweck notieren wir

noch einmal die Behauptung:

Lemma A.5: (identisch mit Lemma 1.18)
Sei V ein langreichweitiges C'"- Polential mit Abfallcrponent & > 0.
Dann gibt es cine Zerlegung V= Vg + V,, so dall 'V, € ('™ der Voraussetzung 1.17 mit kg = k und

6o = 6 geniigl und der kurzreichweilige Anteil Vg fir alle Multiindizes o mit 0 < |of < £—1

1D Vs(@)] < Cg (L + o)™ 49 (o e R (4.26)

mit einer Konstanten Cq > 0 und p 1= "';'l erfilll.




Beweis:

Sei ¥ € CO(R™ mit ¥(x) = 1 fiir |x| < 1 und ¢(x) = 0 liir |x| > 2. Wir definieren fiir alle x € R"
0

U(x) V(x) b=
Vo (x) = {
(#) = ¥E)) V) v EN
und erhalten
B, (0) =0
supp V, C {
B ON\B_,_1(0) v €N,

sowie
DUV(x) = > DV, (x)  (x € R")

l/:O
fir alle « € N§ mit |a] < x, wobei die Gleichheit im Sinne lokal gleichmdBiger Konvergenz zu ver-
stehen ist. Ist namlich o € NI mit |a] < « und K ¢ R" mit K € B,m(0) fiir ein m € N, so erhilt
0 - 2 )
man durch Anwendung der Produktregel aus Lemmma AL fiir alle ] > m

|
DV, (x) = DY) V(x))
=0

= 5 (;) D7 () DYV (x)

= DV(x) (x € K),
da auf B;(0), ¥ = 1 und somit DP = 0 fiir alle 8 € Ng mit [3] > 1 gilt.
Weiterhin gibt es ein Cy > 0, so dall
DY) < Cy (x € RY |a] < &)
gilt. Somit ergibt sich fiir alle Multiindizes o mit |al < « und alle v € N

IDM(@(H) = vE)] < Cu (1 + 29 2

B2 7y Y
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und

IDEV(x)| < Ce (1 + |xp7?

Cpe ._)(1—V)(Iul+«5)

IN

< Cy kg rUial+s)

fiir alle x € supp V,. Mit Lemma A.l lolgt dann fir alle o] < &, v € N

Ck - Cy PPEN o gAY | lnlml.\;l IQ_”(I’@HHH‘S)
dl+lvl=a

DV, (x)]

IN

IN

Oy 271 (e mh) (A.27)

mit einer von v unabhidngigen Nonstanten Cp > 0.

Wahle nun y € CSO([R”) mit supp y C B1(0) und den Figenschalten

Jx(y) dy = | (A.28)
Hn
und
Yoy dy =0 (0 < |8] < &) (A.29)

Die Existenz eines solchen y sicht man folgendermalBicon cin:

Sei w € Cg'(R) mit w(x) > 0 fiir alle x € B und supp w = [—1, 1]. Dann definiert w ein Maf

jo () = Jw(x) dx
/
fiir alle Lebesgue-meBbaren Teilmengen I von [—1, 1] . Durch Orthonormalisierung der Polynome
X, X2, ..., x*1in LZ([—J, 1], ge,) erhidlt man Polynome py, ..., p,_q mit

- .
Uy 1= span {x, x5, ..., x" ’1} = span {pq, ..., Py_1} -

Bezeichnet p, die orthogonale Projektion von x" aul U, (beziglich dp ), so ist mit p,(x) 1= x"— Px(x)

(x € [—1,1]), px L Uk, d. homit {(x) 1= cqw(x) p,(x) gilt:

1 . L -1
‘Jli(x) xtdx =0 (I <k < r—=1) wobei¢g ::( leﬂ(x) w(x) dx) :
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n
Setzt man x(xy, ..., xp) 1= []X(x;) (x=(xg,...,%n) € R"), so leistet x das Gewiinschte und wir
i=1

definieren fiir v € Ny

v (x) = 1 ([ x ]
\U(‘\) T 2”1//,7 . X( E)‘b—/\> ()\ E Rn),
so daB supp x, C B,u,(0) gilt.

Wegen V,, € Llloc und x, € Cy st die Faltung

Vo(x) := (V, * x,)(x) = fl Vo(x —y) x,(y) dy
RW

fir alle v € Ny wolldefiniert, belicbig oft differenzierbar und fiir hinreichend grofies v € N, das etwa

v—2 5 p erfillt, ist
s Vo € 12 ONF 0 (A30)
was man, wie folgt, einsicht:
Fiir alle x € R" und y € supp X, st cinerseits
27 < x =yl < Ixl+ Iyl < x|+ 27 < x| + 2772
und andererseits
2> e =y 2 x| = Iyl 2 s — 27 > |x] — 2%
Zur Untersuchung des abklingenden Verhaltens von DV, unterscheiden wir zwei Félle.
1. Fall: Ja] < &
DV, (x)] < “{n IDX Vo (x = y)l |x, ()] dy

< T 270 (v e RY, (A.31)

wobei von (A.27) Gebrauch gemacht wurde und (—)K = C"K J Ix(y)] dy von v unabhingig ist.
Py
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2. Fall: |a] > &

Sei o = ag + B mit |ag| = «, dann lassen wir wegen 0(.—)\(\7,,()( —y) = —%V,,(x —y) (1 <i<n)
i i

| 8| Ableitungen mittels particller Integration auf x, wirken:

DV, (x)] < l,/’n Dyx° V,(x — y) DYx,(y) dy|
R

~ —v(|o 8) —up .
< Gy 27 ol =l gy ()] dy
Rn
< T, arteellal=D) gy (A.32)

mit Konstanten C, > 0, die nicht von v abhidngen.

Sel nun x € Bzm(())\BT“_l(()) [tir cin m > T%; Dann ist x € supp V, fiir alle v € My, wo
Mpy := {m—2, m—1, m, m+1}, und x & supp V, fiir v € My, was aus (A.30) ersehen werden kann,
dam > 1—2—/; die Bedingung %52 > p impliziert.

Setzt man fireinl € N
D, Lo
V) = 1 V),
r=0
so sieht man, daB fiir cin belicbiges Kompaktum K ¢ R" und fiir ein hinreichend grof gewihltes
lp €N

p*v(x) = pov{9(y)

fiir allel > 1, a € Ng und x € K gilt. Somit konvergiert \’,(LI) fiir | — oo in der C*- Topologie

Mit den in (A.31) und (A.32) gewonnenen Abschitzungen crgibt sich fiir x € Bzm(O)\BQm_l(O),

wobel m > %_p vorausgesetzt sel,
DUV, (x)] £ 5 [DUV,(x)]
v My,

< 4 @K 2—-(111—«2)(]0|+6)

(lal+8) = ~(lorl+8
4. 50T (14 x))TUED

IA

(le] < ),
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4 C. —(m 2)(x+s+p(lal-x))

I /\

DV (x)]

~(lal+149) =
O(lcl++)(

N (1 + |x|)—(l+5+]a]p) (

4 la| > &),

IN

womit gezeigt wire, daB V| die Voraussctzung 1.17T mit kg = x und 85 = ¢ erfiillt. Bleibt noch zu

zeigen, daf Vg :=V — V| den in (A.26) angegebenen Abschdtzungen gentigt.

Fiir alle x € R" ist

Vg(x) = V(x) — V (x) = 3 (Vo(x) — V,(x), (A.33)

IV

. . . . . < - K . .
wobei die letzte Gleichung wieder im Sinne der Kouvergenz bzgl. der C™- Topologie zu verstehen ist,

und

Vo(x) — V,(x) = V,(x) = (V, * x,)(%)

=[ V,(x)x(y)dy = [ Vu(x —y) x,(y)d
n’\{n Rn

= [ (V.(x) = V,(x = 2""y)) x(y) dy (A.34)
RH

fiir alle v € Ny gilt.

K .. 5 P e 5 s . . .
Da V, € C*, kénnen wir V, in x nach Tavlor mit Restglied vom Grad & entwickeln, d. h. es gibt ein
v b) 1 v O b

e [0, 1], so daB mit 7 := 2" gilt

3
V- = 2 0w S 1 pdvi - om) S Ty)‘
|#1<k-1 P |Al=x

Mit der Bigenschaflt (A.29) von y € Cy erhiilt man somit aus (A.34)

Vo(x) — V,(x) = l IZ (—«J)' + '_ﬂ JnDﬁv X —0ry)y X( ) dy
Gl=x R

-facher particller Integration fiir alle Multiindizes a mit || < k—1

und nach Ausfihrung |a
D(Vs = VIS 7 5T IRV = 0m) 07 1 D5 xw)l ay
Al=r R

L, V(EES) k—lal
Ui 2 T > I
[él=r RN

IN
Mt

% [Dy x(¥)] dy

¢l g7vmrimelemtel) e RNy (A.35)

IN



“ . . . - . e o . . .
Ahnlich wie bel den Betrachtungen des langreichweitigen C7- Anteils von V erkennt man, dafl ein hin-

reichend grofles [x| in den Trigern von hochstens 4 verschiedenen Summanden der rechten Seite von

(A.33) enthalten ist. Mit (A.35) folgt daher fiir alle x € 1,32,,,(())\132”1_1(0) mit m > mgy, wo mg ge-
nigend grofl gewéihlt ist,

|DUVS(X)1 S ﬂ% |Du(;\'ru == V,,)(X)|

Jdy=(M=2)(s+5+p(lal-x))
4 & 9 ’

IN

1. 5(;:4-14.,‘,) C&(J n |x|)_(1+,5+|0,lp)

IN

fiir alle Multiindizes o mit |o| < k=1 B
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