
Existenz und Invarianzeigenschaften

modifizierter Wellenoperatoren

Diploma,rbeit

a,m

Fa,chbere ich Mathema,t ik
der

Technischen Universität BerI in

a.ngefert igt
bei

Prof . Dr. Ra.iner Wüst

von

Detlev Ma,rpe



Inhaltsverzeichnis

1. Grundlegende Definitionen uud Sätze ........ .......... 4

1.1 Bezeichnungen ........... 4

1.2 Kurzreichweitige Potentiale und gewöhnliche Wellenoperatoren ........... 5

1.3 Das Coulomb - Potential und die Notwendigkeit modifizierter Wellenoperatoren .................... 6

i.4 Definition langreichweitiger und zulässiger Potentiale ............... ......... 12

1.5 Lösungen der Hamilton-Jacobi Gleichung und die Existenz modifizierter Wellenoperatoren ... 13

2. Existenz- und Invarianzliriterien ........ 19

2.1 Kriterien für die Iuvarianz der Wertebereiche verschiedenartig modifizierter Wellenoperatoren 20

2.2 Gewöhnliclit' Wellenoperatoren im Kontext der modifizierten Theorie .................................... 25

2.3 Definition zeittr,bhängiger Modifikatoren und eine erste Existenz- und Invarianzaussage .........26

3. Iterierte Modifikntionsterme ............. 33

3.1 Definition und Eigenschaften ............... ........ 33

3.2 Ein Existenzbeweis für die Dollard - Wellenoperatoren ..................... 42

3.3 Zwei Lemmata zur Vorbereitung einer allgemeinen Existenz- und Invarianzaussage ...............43

4. Aquivalenz verschiedenartig modifizierter Wellenoperatoren ..................... 49

4.1 Eine verallgerneinerte Existenz- und Invarianzaussage ......... ............... 49

4.2 Ein Existenzbeweis für die mii iterierten Modifikationstermen gebildeten Wellenoperatoren ... 52

4.3 Eine allgemeiue Existenz- und Invarianzaussage bezüglich zeitabhängiger Modifikatoren ....... 55

5. Zusammenfassende Bemerkungen .............. ........ 67

Quellenverzeichnis ........ ..... 84



1-

Einleitung

In der nichtrelativistischen Quantenrnechanik wird die Bewegung zweier (spinloser) Teilchen unter ihrer

gegenseitigen Wechselwirkung, die nur von der relativen Lage beider Teilchen abhängen möge, nach

Abseparation der Massenschwerpunktbewegung durch die Relativbewegung der Teilchen oder,

äquivalent dazu, durch die Bewegung eines Teilchens im Einfluß eines Potentials V mit Hilfe der

unitären Gruppe e-itH beschrieben. Dabei sincl H und Ho die selbstadjungierten Realisierungen der

formalen Schrödinger - Operatoren des wechselwirkenden bzw. freien Teilchens:

H=Ho*V(x), Ho=ä lpl'=-|1.

(Die reduzierte Masse pr und das Planck'sche Wirkungsquantum ä wurden gleich 1 gesetzt.)

Ist nämlich der Zustand eines Teilchens zum Zeitpunkt t = 0 <lurch vo € }G = L2(R') gegeben, so wird

die zeitliche Entwicklung unter dem Einfluß des Potentials durch

v:tr+e-itHv'

wiedergegeben. Ein Streuzustand v(t) = e-itHvo sollte sich 'lange' bevor bzw. nachdem die Wechsel-

wirkung stattlindet bzw. stattgefunden hat wie der Zustand eines freien Teilchens u(t) = "-ttnouo
verhalten und jeder Zustand eines freien Teilchens sollte sich als möglicher Anfangs- bzw. Endzustand

eines streuenden, wechselwirkenden Teilchens wiederfinden.

Letzteres Problem reduziert sich auf die Frage, ob zu jedem u* e t 2(Rn) ein v € }G."(H) C L2(R')

existiert, so daß

lim lle_itHv _ e_itHou, ll = 0t-:ji-rr ' *t rl

gilt oder, äquivalent dazu, ob die Existenz der Wellenoperatoren

W, := ,-1'*.itH"-itHsr t---++oo

mit R(Wt) C 16."(H) gesichert ist.

Kann man zusätzlich R(W+) = R(W-) : 16."(H) zeigen, so ist jeder Streuzustand des wechsel-

wirkenden Teilchens asymptotisch (d. h. für t**oo bzw. t*oo) gleich dem eines freien Teilchens und

wir nennen die Wellenoperatoren (asymptotisch) vollständig. In diesem Fall sind Ho und die

Einschränkung von H auf }G."(H) unitär äquivalent.
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Um eine direkte Bezichung zlvisclicn deu asymptotischen Zuständen u., und u- eines Streuzustands v

zu bekommen, ist es siurrvoll, deu Streuoperator S mit

Su-::WiW-u-:u+

einzuführen, der unitär ist, sofcru R(\,V+) = R(W-) und isometrisch, sofern R(W*) I R(W-) gilt.

Die Existenz der \Vellenopera.toren u,urde erstmals von Cook [3] für Potentiale, die wie O(l*l-t-o),

6 ) 0, irn Unendlicheu abfnllen, gezeigt und später von verscliiedenen Autoren auf eine größere Klasse

verallgemeinert, r'r,ährencl die \rollstäncliglieit zuerst von I{ato [9] und Rosenblum [13] für Potentiale

V e 9r(3{), cler Spulklasse in L2(R'r) etablielt rvurde, einer Klasse, die im Fall n = 3 Ll n L2

umfasst.

Dollard [4] wies jecloch nach, cltrl3 fiir clas Coulomb - Potential Vc(") = I lxl-l (x e R31{0}), 7 € R,

die (gewöhnlichen) Wcllenolreratolen nicht existicren und obige Theorie einer Modifizierung bedarf.

Dazu führte er n-rit geu,issen unitürcn Dntrvicltluugsoperatoren "-iX' *odifizierte Wellenoperatoren

\\,!o), :,.j,jä"trlle-itl{oe-ixt

ein, deren Existenz und Vollstä,ncliglteit er zeigte.

Dieses Resultat 'n'urde von Busla.cv/l\,Iatveev [2] uud Alsholrn [1] auf Potentiale V, die im Unendlichen

schwächer als das Coulornb * Potcutial abferllen, velallgenrcinert. Die von diesen Autoren verwendeten

Modifizierungen cler 'Ii'eicn' Ilntlvicltlungsoperatort'n e-itH0 wurclen dabei mit llilfe von Funktionen X

gewonllen, die ntan über eil Itelationsscliema, a,ls angenäherte Lösungen der Hamilton-Jacobi

Gleichung

#x(p,t) : v(pt + VpX(p,t))
(JL

erhielt. Hörma,nder [6] verrvendete schließlicli exakte Lösungen dieser aus der klassischen Mechanik her

bekannten partiellen Differcntialgleichung zur Iionstrulition modifizierter Wellenoperatoren, wobei er

allgemeinere als die in clen voraugegangencn Arbeiten untersuchten Schrödingeroperatoren zugrunde-

legte.

Au{ba,uend auf diescs Drgebnis, clas ich im 1. I(apitel zusarnmen mit der grundlegenden Definition der

von mir betrachteteu I(lasse von zulä.ssigen Potentialeu entwickeln werde, zeige ich die Existenz und

die Invarianz der Wertebcreichc allel bezüglich cines fest gervählten zulässigen Potentials verschieden-
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artig modifizierten Wellenoperatoren, sofern die zur lt{odifizierung verwendeten Funktionen eine

Näherungslösung der Hamilton-Jacobi Gleichung in einem noch näher zu präzisierenden Sinne dar-

stellen.

Zur Herleitung dieser Aussage werde ich im 2. I(apitel ein Existenz- und Invarianzkriterium zur

Verfügung stellen, das es rnir darüberhinaus ermöglicht, unter Ausnutzung der im 3. Kapitel analysier-

ten Eigenschaften iterierter Lösungen der Harnilton-Jacobi Gleichung, einen einfachen Existenzbeweis

der von Älsholm et al. untersuchten modifizierten Wellenoperatoren zu erbringen.

Die zentralen Aussagen dieser Arbeit, die sich weniger hinsichtlich ihrer Resultate als bezüglich ihrer

Beweismethoden unterscheiden, sind Gegenstand des 4. Kapitels. Die weitestgehenden Ergebnisse erziele

ich dabei mit einer Methode, die auf Hörmander zurückgeht, während ich mit Hilfe iterierter Lösungen

der Hamilton-Jacobi Gleichung zu einer in Bezug auf das Abfallverhalten des Potentials einge-

schränkten Aussage gelange.

In einem abschließenden 5. Kapitel werden die gewonnenen Ergebnisse und ihre Konsequenzen in den

I{ontext der Streutheorie eingeordnet.

Für die Anregung zu diesem Thema und die fruchtbare Diskussion im Vorfeld der Entstehung dieser

Arbeit danke ich Prof. Dr. Rainer Wüst.
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1. Grundlegende Dcfinitioncn und Sätze

1.1 Bezeichnungen

Ein n-Tupel a - (ay ... , cyrr) mit nichtnegativen ganzzahligen Komponenten aj nennen wir Multiindex

und setzen

lol ':i_o, xo::fi1'
j=1 - i=L'

für jedes x - (x1, ... , xrr) € R'r. Für'ein f € 
"t"l1Rrr, 

C) schreiben wir abkürzend

Summationen der Forrn^^.ä.o,... becleuten, daß über sämtliche Multiindizes a mit rc6 ( lol ( rc1

zu summieren ist.

Bezeichnet s(Rr]) :- {f e C*iR",c; l*r;,p,, l""Dor(")l 5 Co,p für alle a,B e Nf} den Schwartz-Raum

der schnellfallenden Funktionen, so ist I offensichtlich eine Teilmenge des zugrunde gelegten Hilbertraums

]6 -- l'(R",) der quadratintegrierbaren, komplexwertigen Funktionen auf Rn. Andererseits umfaßt I
Ctrß"), d.en Raum der unendlich oft differenzierbaren, komplexwertigen Funktionen mit kompaktem

Träger in Rn, so daß I dichi in L? liegt.

Die Fouriertransformation 9. definiert durch

(sD(p) ,: i1p; ,: 1zn1-Dz 1 e-i<*'p>f1x; dx (f € y(Rn)),

Rl'l

ist eine lineare, stetige Bijelition auf 9(R'1), die sich eincleutig zu einem unitären Operator in L2 fort-

setzen läßt. (Hierbei bezeichne (x,p) ,= f *.;0.; das Stanclardskalarprodukt im Rn.)
r-1 --

Der Operato, -l^,: -+ t- #, clefiniert auf 9(Rrr), besitzt eine selbstadjungierte Fortsetzung Ho
" i=l oxi

,t t2

mit D(lIo) :- {u e L'(R'') | l.l'. ü 6 L2(Rrr)} und }Isu := o-t(? ' o) (u e D(Ho)).

I{9 ist der Schrödingeroperator des freien (nichtrelativistischen) Teilchens und heißt der frere oder

u ngestö rte H a miltonop erator.
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1".2 Kurzreichweitige Potentiale und gewöhnliche Wellenoperatoren

Um zu einem ersten Ergebnis über die Existenz von Wellenoperatoren zu gelangen, führen wir die

folgende Klasse von Potentialen ein.

Definition 1.1:

Der maximale Multiplikationsoperator, definiert durch die meßbare Funktion V : Rn --+ R, heißt

kurzreichweitiges Potential wenn ein [{ € R existiert, so daß

I lv(*)l' (t + lxl2)-M dx ( oo (1.1)
Rl'l

gilt und für fast alle x € Rn eine Umgebung O c Rn existiert, so daß gilt:

rc^1
J (/ lv(rtx)lz dx)z dt ( oo .

LA
(1.2)

Bemerkung 1.2: Für kurzreichweitige Potentiale gilt y(Rn) C D(V) = {u e 1,2(mn) | Vu e L'(Rn)},

denn für alle u € 9(Rn) ergibt sich unüer Anwendung von (1.1)

llv,ll3 s ll(1 +1.|',)M lul'll* lllvl',(1 + l.l',)-Mll, ( oo.

Der Operator (He + V) I y(Rn) ist somit wohldefiniert und in dem Fall, daß er wesentlich selbst-

adjungiert ist, heißt seine Abschließung der fotale oder gesförf e Hamiltonoperator.

Beispiel 1.3: Ist V € täc(Rn) und gibt es R > 0 und C ) 0, so daß für ein 6 > 0

lv(*)l SC 1x1-t-o (l*l >R)

gilt, dann ist V ein kurzreichweitiges Potential, denn mit M - V erfüllt V wegen

I lv(*)l'(t + lxl2)-Md* < co + cli r-'-'a rdr ( oo
RNR

die Bedingung (1.1) und für alle a, b > 0 gilt

T ( J lv(tx)12 dx ;ä 61 < öo * ö1i 6-r-a dt ( oo .
1 a<lxlcb R/a

E
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Satz 1,.4: (Existenz gewöhnlicher \{/ellenoperatoren)

Sei V ein kurzreich'weitiges Po'Len,tial, so daß IIo + V, eingesclvänkt auf y(R'), eine selbstadjungierte

Fortsetzung E besitzt. Dann erislieren

w1 u t: ,l!r.^.ro'H e-ililo r (1.3)

für atle u € ,2(R"). lV* sind isonretrische Operaloren mit R(W*) C 1$or(E) und erfullen die

' inlerlwining' - Eig en s chafl

,itlI w* : w* ,itilo (s e R) (1.4)

IBeweis siehe z.B. Ilöunander [6], Tlteorem 2.3 oder Reed/Simon [12], Theotem XI.16.

Bemerkung 1.5: Die 'intertn'ining' - Digenschaft (1.4) und die daraus resultierende, im Satz nicht

vermerkte Unitärä<luivalenz (mittels der Wellenoperatoren) von Hs und der Einschränkung von H auf

R(W*), die wiederum R(\4r1) C lGac(II) nach sich zieht, ergeben sich alleine aus der Existenz der

starken Limites (1.3) uud dcr Selbstadjungiertheit von I{e und LI. Die spezielle Struktur des Potentials

ist bei der llerleitung dieser Iligenschaft der Wellenoperatoren ohne Bedeutung.

BeispielL.6: Sein ) Sundd ) 0. IstV:Rn * RmeßbareFunktionmit lv(x)l < C(1 + l"l)-t-'
für fast alle x € Rrl, cla,nn ist, u'ie in Beispiel 1.3 gezeigt wurde, V kurzreichweitig. Da V € L* und

damit D(I{') c D(V) : L2(R't), sorvie llvull" < llvll- llull, für alle u € L2(Rn) gilt, ist V
H6- beschränkt mit IIs- Scliranlie 0 und dem Satz von I{ato-Rellich zufolge ist H : Ho * V

selbstadjungiert mit D(I{) : D(II0). Der Satz 1.4 liefert in diesem Fall also die Existenz der

(gewöhnlichen) Wellenopcratoreu. tr

1.3 Das Coulomb - Potential und die Notwendigkeit modifizierter Wellenoperatoren

Ein physilialisch relevanter Vertreter einer I(lasse von nicht kurzreichweitigen Potentialen ist das

Coulomb - Poterrtitr,l 12.(.r) :- t l*l-1, 7 € R. Ds entsteht nun die Frage, ob die Voraussetzungen des

Satzes 1,4 zw Existenz cler (gewöhnlichen) Wellenoperatoren derart abgeschwächt werden können, daß

sie auch von V6 erfüllbar sind. Daß dies nicht der Fall ist, rvurde bereits einleitend bemerkt und ist die

Konsequenz einer Ar:beit von Dollard, der Existenz und Vollständigkeit sogenannter 'modifizierter'

Wellenoperatoren für das Coulomb - Potential zeigte.
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Um zu präzisieren, was unter einem modifizierten Wellenoperator zu verstehen ist, zunächst die

folgende

Definition 1.7:

Sei X:RnxR--.'R meßbar. Bezeichn"n "-iX, für alle t€R die unitären Operatoren in L2(Rn),

definiert durch

"_iXr 
rr:: g_1 ("_ixr.,t) ü) ,

und existieren für einen selbstadjungierten Operator H mit D(H) f D(Hg)

w1 u :: ,S1-"itH"-itHoe-ixt u (1.b)

für alle u € L2(Rn), so heißen W1 die mit X modifizierten Wellenoperatoren.

Bemerkung 1.8: Die unitären Operator"n "-iX, un6 "-itHs sind dem Spektralkalkül zufolge

Funktionen von -iV*, so daß sie für alle t € R vertauschen. Damit läßt sich (1.5) auch schreiben als

w+ :,::1g1"itH"-itHo-ixt .

Satz 1.9: (Dollard)

SeienV6@)::7lrl-1 (re R31{0}), z e R und

-.0). t rston(t)tff ; lll > r, P€R't{o}
x'"'(P,t) :: \

t g isonst.

Ist Hg eine selbstadjungierte Forlsetzung uon Hs * Vc, eingeschränkt auf y(R3), so eüstieren d.ie mit

XQ ) mo difizierten W ellenop eratoren

,rfl : ,r:J;yyrit[" r-itLo-ix{D) .

vf) ,na isometrische operatoren nrit R(il?)) = nQ{-o)) - JIor(Ed unil effillen

^itHc ,n,(n) - ,r/D) ^itHov rv* tr*. " (t€R).

Beweis: siehe Dollard [4], Theorem 1 u. 2 .
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Bemerkung 1.10:

i) Die Wahl uo.r X(D) erscheint an clieser Stelle etwas abrupt, sie wird jedoch später im Rahmen all-

gemeiner Betrachtungen über die Bildung modifizierter Wellenoperatoren eine nachträgliche Motivation

erfahren. In dem Zusamrnenhang sei auch auf den dort erbrachten einfachen Existenzbeweis verwiesen.

(vgl. Beispiel 3.6)

ii) Setzt man für ein R > 0 V1 := Vs . Xp, wobei 1p die charakteristische Funktion auf Bg(0) dar-

stellen soll, und V2 := Vc - V1r so ist offensichtlich V1 € L2(R3) und V2 € L-(R3). Nach einer

Folgerung aus dem Satz von Kato-Rellich besitzt die Einschränkung von Hs * Vq auf 9(R3) eine

selbstadjungierte Fortsetzung H. mit D(Hq) = D(Ho).

Satz L.11: (Nichtexistenz der gervöhirlichen Wellenoperatoren im Coulomb - Fall)

Seien H6 und, Hg wie in ilen Vorausselzungen. zum SatzI.9 gewählt. Dann esistieren

*ri* ,ilH c ,-ilU o nicht.
,_+ too

Zum Beweis des Satzes benötigen wir zwei Lemmata.

Lemma 1.12:

Sei X ei,ne reellwerlige, meßbare Funklion auf R" x R. Eristieren die mit X modifizierten Wellen-

operatoren

W* - ,*JilY'itH "-ituo-ixt

für einen selbstadjungierten Operalor H mit D(I{) ) D(Hs), so ist

W4 : ,*li* ,iXt rituo r-itv ,*, (1.6)
- ,_-+ *co

wobei P1 die orthogonalen Projektionen auf R(W*) bezeichnen.

Beweis: Seien u, v € Lz(Rn). Dann gilt mit P := P+ , W := W+ nach Voraussetzung

l({"ix,"itHoe-itH p - w*) ', ')l s l(', r ("itHe-itH0-ixt - w) ")l

S ll,rll ;11"itH"-itHo-ixt - w)'ll

+0 (t-m).
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Sei nun u e R(W), dann gibt es ein v € t2(Rn) tnit u = Wv, so daß

(**,', r) = (u, wr) = (w", wr) = (u, r)

für alle f € L2(Rn), d.h. W*u = v gilt. Sourit folgt

llw*rll = llull = llwvll = llull =,!5ll"ixt"itHo"-itHu;; für alle u e R(w).

(1.6) folgt nun aus der Tatsache, daß die schwache Konvergenz zusammen mit der Konvergenz der

Normen die starke Kouvergenz impliziert. (Für t ( 0 verfährt man analog.) I

Lemma 1.13:

Sei N eine abgeschlossene Nullmenge in R". Dann ist

5(R"t1f) t: {u 6 ,2(R") | a e Cfl(m"1{} d.icht in r'(R").

Beweis: Da die Fouriertransformation nach dem Satz von Plancherel eindeutig zu einem unitären

Operator auf L2(Rn) fortgesetzt werclen kann und C["(Rn) dicht in t'(Rn) ist, genügt es zu zeigen, daß

Cf,(mn1i,l) dicht ist in Cff(Rn).

Zu jedem j g ru gibt es nun, da N abgesclilossene Nullmenge ist, eine offene Umgebung U; von N mit

Lebesgue-Maß p(U.;) < ] und c.,, e C*(Rrt; mit 0 5 c.,.;(x) ( 1 für alle x € Rn und

Seiu€Cfi'(Rn)unde)0,dannist11 'u€Cf(Rn\N)fürallejeNundesgibteinjo€N,sodaß
für alle j > jo Silt

llu - ,.i . ull' :,{'t - ,.;(*)l' lu(x)12 dx

< p(u.i) . ll.'lli

10 fürx€N,
u1(x)::tr 

rur*€ui.

I
1e2.
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Beweis aon Satz 1.1i: (für t > 0)

Angenommen W;: W+ :,rgg 
"itH"-itHo "*irti"re 

( H := Ha ).

Dann definiert W einen isometrischen Operator mit R(W) C 16ac(H) (s. hierzu Bemerkung 1.5).

Seien P :: efD) die Projektion auf n(wlD)), u € L2(R3) und e ) 0. Wegen der Vollständigkeit von

WfD) irt R(W) C R(P) = 16u,"(H) und auf Grund der Annahme gibt es ein T ) 0, so daß für alle

t>T

ll(r - p) eitlle-itHo ull < ll(r - p) wull + ll(r - p) (eitHe-it"o - * ),rll

Somit ist

und es bliebe noch

< ll("itH"-itFlo _ w) ull

(e.

yjg 0-P)eitHe-itl{o-o

w_lim p"itllu-itHo-g
t+rc

(1.7)

(1.8)

nt zeigen, denn (1.7) und (1.8) liefern im Widerspruch zur Annahme

W : s-lim eitHe-itHo - wlim 
"itH"-itHo - 6 .

t+oo t+oo

Zum Nachweis von (1.8) seien ür v € L'(Ru) gewählt. Dann ist mit X t= X!D) ,rna W(D),= WID)

(Bezeichnungen wie in Satz 1.9)

l(u, r eitHe-itH' u)l - l(ru, "itH"-itHo"-ixt"ix' u)l

< 111"ixt"itHo"-itll p - w(D)t) ull ll"ix, u11 + 1(w(D),r, "ix, u)l .

Nach Anwendung von Lemma 1.12 genügt es

z\ zergen,

-ix-w-lime ":0
t+6

( 1.e)
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Dazu setzen wir

/(t):: T log(t) : lpl.X(p,i) (p e R3t{0},, t 0),

u :: fi und t,: #l (p e R3i{o}).

Seien nun u € L2 uud v € S(R3t{0}). Dann ist

( 1.10)

wobei mit

(u, 
"-ix, ') = .f "-iX(P't) 

E(p) r(p) dp\rät

: j 
"-io{t)'lol-1 1 E(lplr) t(lplr) dc., lpl2 dlpl

o larl=r

, : f "-i''ott) w(r) dr,
0

w(r) :: / d(?) t(f) r-a dc., (' > 0)
lol=r

J *(0 d' - .[ E(p) t'(p) dp
o R3.

w € L1([0, m), dr) gilt. Bezeichnet 5 die nach dem Riemann-Lebesgue Lemma eindeutige Fortsetzung

der Fouriertransforrnation von Ll(R) nach C-(R), dem Raum der im Unendlichen verschwindenden,

stetigen Funktionen, so ergibt sich

l(,,, "-ix'")l < {2")ä l$w (d(r))l

+o (ldrtll *-),

was nach (1.10) für t --r oo der Fall ist.

Aus der Unitarität uon "-iX, und Lernma 1.13 erhält man nun (1.9), womit die Annahme, die

gewöhnlichen Wellenoperatoren existierten, zum Widerspruch geführt wurde. t
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L.4 Definition langreichweitiger und zulässiger Potentiale

Definition 1.1.4:

i) Sei V,-e Co(Rn, R) für ein rc € N und 6 e (0, 1). Der maximale Operator der Multiplikation mit
V1 heißt langreichweitiges C"- Potential mit Abfallexponent 6, wenn es eine Konstante C ) 0 gibt, so

daß für alle o € Nf mit lol < rc gilt:

lD"Vr(x)l < C (1 * lxl)-ror-d (x e Rn) . (1.11)

ii) Der Operator V heißt zulässiges Potential, wenn V in die Summe zweier Potentiale Vg und V1

zerlegt werden kann, so daß Vg liurzreichweitig und V1 ein langreichweitiges C'- Potential mit
Abfallexponent 6 ist, wobei gilt:

* für rc:l.(',tt I fürrc:2,

0 für rc)3.

Beispiel 1.15: Sei v(x):=7lxl*6 (xe Rn1{0}) mit 7€R,6€(0, 1] und n)8. Dann ist v ein

zulässiges Potential, wie folgende Betra,chtung zeigt.

Wählt man cr € C*(Rn) mit 0 S t.,(x) < 1uncl

10 fürx € Br(0),
c.,,(x) ::J

\1fürx(82(0),

fürallex€RnunddefiniertVl:=V.t*lundV5:=V-Vl,soistV;€C*undfüraller€Ngibt
es ein C^ ) 0, derart daß für alle lal ( rc gilt:

lD"vr(x)l < C^ (1 * lxl)-lal-a (x e Rn),

wobei im Fall 6 = 1 diese Abschätzung für jecles 6/ e (0, 1) an Stelle von 6 erfiillt ist. Da Vr€ L2, ist

klar, daß Vs kurzreichweitig ist. E

Bemerkung 1.16: Die Aufspaltung eines zulässigen Potentials in einen kurz- und langreichweitigen

Anteil ist, wie obiges Beispiel verdeutlicht, keineswegs eindeutig. Im allgemeinen wird man versuchen,

die Zerlegung so zu gestalten, daß der langreichrveitige Anteil so glatt wie möglich, also etwa aus C-
gewählt werden kann.
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1.5 Lösungen der Ilamilton-Jacobi Glcichung und dic Dxistenz modifizierter Wellenoperatoren

Wie wir in Satz 1.11 gesehen ha,ben, existieren irn Fall des Coulomb-Potentials, der als ein Grenzfall

eines zulässigen Potcntials rnit cchtern langreichrveitigen Anteil angesehen werden kann, die

gewöhnlichen Wellcnopcratolcrr bcreits nicht.

Ist V ein zulässigcs Potential uncl Il eirre selbstadjungielte Fortsetzung des auf 9(Rn) eingeschränkten

Operators I{0 + V mit D(I{') C D(II), so ist nun zu untersuchen, unter welchen Bedingungen an eine

geeignet zu wählencle meßbare, rcelll'ertige Furrhtion X, clefiniert auf Rn x R, die Existenz der mit X

modifi zierten Wellenoperatoreu

w* : ,-lir, ,it["-itllo-ixt- t+iöo
( 1. 12)

gewährleistet ist.

Durch Anwendung cles Ca.uchyschen I{onvelgcnzhliteriums auf hr(t) := eiüI{e-itH0-iX'r, lnß, sich die

Existenz cler starlien Limites in (1.12) nachrveiscn, indem man zeigt, claß es zu jedem u e t 2(nn) ein

T, ) 0 gibt, derart daß

j' ( ttf;",tt)ll + llf,r',1-r)ll )crt < co (1.13)

gilt, vorausgesetzt hu ist star'li differcrizierba.r.

Wegen der Unitarität clcr bcteiligten operatoreu .itII u,r.l e-itll0-iXt genügt es, (1.13) für alle

diejenigen u zu zeigeu, die ciner clie Differenzierba.rkeit vou hu ermöglichenden dichten Teilmenge von

L2 entnomrnen sincl.

Betrachtet rnan gu(t) '- e-itll0-iXtr., u.uf der Lernma 1.13 zufolge in L2 dicht liegenden Teilmenge

$(Rn)-{urL2(R'') luecfl(m'')},roistgr(t)€v(R'l) cD(H')cD(H)fürallet€R.Außer-
dem ist, sofern X e C11R't x R, R), gu clifferenzierba.r auf 9, clenn

lo l?

bezeichnet o(p,t) := .-i(-t't + x(p't)) , so isi c,r € C1 und |1r1p,t+"; - ,(p,t)) konvergiert

purrktweise gegen 
fiu,,(p,t) für r - 0. Somit folgt, da supp ü kompakt ist,

ll$s,(t) - e'(t+7)-eu(t)lr' 
;$
(Co

^l(fftn,tl - |1,1p,t+r) - c.,(p,t))) ' 41n;12 ap

lli,ll2

für alle |rl ( ro mit einer I(oustautcu Cs, die nur voll r0

l\{it clem Satz von Lebesgue crgibt sich dahcr 
-rl-gr(t) 

:

e,(t) € v(Rn) c D(rro) n D(#xt).

)0,t€Rundu
-i(rro * &*,)

€ $ abhängt.

gu(t), was sinnvoll ist, da
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Bezeichnet man mit U(t) := 
"itH 

diu stark stetige, einparametrige unitäre Gruppe, erzeugt durch den

selbstadjungierten Operator II, so ist U(t)v für alle v € D(H) differenzierbar und $U1t)t = iU(t)Hv.

Somit ergibt sich die Differenzierbarkeit von hu für alle u € I aus der Differenzierbarkeit von gg und

der bereits erwähuten Tatsache, daß gu(t) € D(H) füt alle t € R ist, und es gilt:

*n,(r) : u(r) (ing,(t) + $e,(t)) - i eitH (" - "o - &rr)r"(,),

wie aus der nachstehenden Abschätzung ersichtlich wird:

ll5|n,1ty - hu(t+r)-hu(t)ll

( lliu(t)Hgu(r) - u(t+rl-u(t)e,(t)ll 
+ er(t) - gu(t+r)

ilu(t+r) ( $c"ttr)rt

+ ll(u(t+r) - u(t))ts,(t)ll

+ ll(u(t+r) - u(t))tc"(t)ll

< rr(*ut,l - u(t+'l-u(t)) 
s,tt)ll + ll*e"(t) - eu(t+r)-eu(t);1

(e

für alle lrl < r* wo 16 ) 0 entsprechend einem vorgegebenen e ) 0 hinreichend klein gewählt ist.

Hat man nun eine Zerlegung des zulässigen Potentials V = Vs + VL in einen kurzreichweitigen An-

teil Vg und einen langreichweitigen Anteil Vg, so erhält man auf Grund der vorhergegangenen Unter-

suchungen

ll$r',1t111 : ll(H - IIo- &",) *,(,)ll S llvs e,(t)ll + ll0u- &t,) *,(t)ll . (1.14)

Im Hinblick auf (1.13) läßt sich der erste Summand in (1.1a) mit den gleichen Methoden wie in den

Beweisen zur Existeuz gewöhnlicher Wellenoperatoten abschätzen, während sich im zweiten

Summanden

ll(vr-- *",) *,(,)lf" ;J, ^l(vr1*y - fffn,tl) "i(<"'o>-B?t-x<p'trr 
ü(p)12 dp,
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mit den Methoden der stationären Phase behandelt, die wesentlichen Beiträge des Integrals mit

oszillierender Amplitudenfunlition in den Punhteu p € Rnt{0} mit

r lPl2 .\
Vo t<r,p> - T.t - X(p,t)J - o,

d. h. für x = pt * VpX(p,t) ergeben. (vgl. Hörmander[6] und Knabe[l1])

Ziel aller Bemühungen wird es claher sein, X € C1 so zu wählen, daß die nachstehende nichtlineare

partielle Differentialgleichung, die aus der klassischen Mechanik auch als Hamilton-Jacobi Gleichung

bekannü ist, in dem Siune erfüllt wird, daß

v;(rt * vpX(p,t)) - ff(n,t) : o (R e K, ltl > Tx) (1.15)

für jedes Kompaktum K C Rn1{0} gilt, rvobei Tx ) 0 in Abhängigkeit von K hinreichend groß

gewählt werden kann. (In den vorallgegarlgenen Betrachtungen müßte daher genaugenommen

u e 5(Rn1{0}) c S(Rrl) gewählt werden, so daß supp ü c c Rnq{0} gilt.)

Bevor wir nun eine Aussage hinsichtlich der Existenz von 'Lösungen' der Hamilton-Jacobi Gleichung

(1.15) treffen, wollen wir die Voraussetzungen an den langreichweitigen Anteil V;y wie sie in Definition

1.14 formuliert wurden. leicht verschär'fen.

Voraussetzung 1.17:

V1 ist eine reellwertige C*- Abbildung auf Rn, so daß es zu jedem a € N3 positive Konstanten Co

gibt, derart daß

lD"v;(x)l < c" (1 * lxl)-m(ta') (* € Rn) (1.16)

erfüllt ist. Hierbei ist (rnfi)\r*o eine konliave Folge, definiert durch

(60+j für0(j(rcs,
mo)'-trr*i-qp 

rürj>rcs,

mit rcs € N und d6 e (0, 1).
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Die obige Voraussetzung ist uur eine scheinbare Restriktion der Klasse der zulässigen Potentiale, wie

aus folgendem Lemma ersichtlich wird.

Lemma 1.18:

Sei V ein langreichweitiges C*- Potential mit Abfallerponent 6 ) 0.

Dann gi.bt es eine Zerlegung V = Vs * Vy, so daß V, e C* iler Vorausselzung L.I7 mit ßo= n unil

6o = 6 genügt und der kurzreich.weitige Anleil Vg fur alle Multiind,izes q mil() < l"l ( rc-l

lD" v|@)l S cs (1 + lrl)-rdr-o(rdl) (c € R")

miteinerKonstanten Cs > 0 undo(i),=6+oii (0 <i< r-1) erfullt.

Beweisz im Anhang unter Lemma 4.5.

(1.17)

r

Satz 1.19:

VL erfulle die Vorausselzung l.I7 mi.t rc6 € N und 6o e (0, 1). Dann gibt es ein

X e C-((R"t{0}) x R, R) mit X(7t,0) : 0 fur alle p € R"t{0} und, den folgenden Eigenschaflen:

i) Zu jedem Konrpaktum /( c R"1{0} gibt es ein, Ty ) 0, so daß

ffitr,r) : vr(ü+ vpx(p,z)) (1.18)

ftr alle p e K und,ltl ) Tx erfullt ist.

ii) Zu jedem a e N[ und jed.ent I(ompaklam If C R"1{0} gibt es eine positiue Konstanle Co,y, so

daß fur alle (p,t) € 1l x R

lDfi x(p,t)l 3 co,x (t + lrl)1-60+ 
p(rar) , (1.19)

lDi w(p,t)l 1 co,r{ (1 + lrl)1+p(rar-r) (r.20)

silt, wobei W(p,t),=1f;', + X(p,t) und pt(j) t= n't.er{O,.r+t - rn(j+l)} (r € Nru{-t1;.

(d. h. es gilt insbesonlere p(j) = 0 für j < ns)

IBeweis: siehe Hörmander [6], Theorem 3.8.
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Die für diese Arbeit grundlegencle Existenzaussage bezüglich modifizierter Wellenoperatoren wird in

dem nachfolgenden Satz bcrcitgestellt uucl rvurde erstrlals mit Hilfe des Satzes 1.19 und den Methoden

der stationären Phase in cler bereits ziticlten Arbcit von llönnander bewiesen.

Satz 1.20: (Ilörmander)

Sei V: Vs * V1 ein zulässiges Polenlial nt.iL tler EigenschafT, daß Vg kurzreichweitig isl, V7 die

Voraussetzung 1.I7 erJ'ülll untl tlaß IIo + l/, ein.geschränkl azl 9(R") , eine selbstadjungierte Fort-

setzung H besilzt.

Erfullt X € C-((R"\{0}) x R, R) die Eigensclraften (I.18) - (1.20), wie in SaLz I.I9 aufgeführt, dann

exislieren die m.il X motlifizierlen, \Vellenolteraloren. Wa und sie definieren isomelrische Operaloren,

die die'intertwittirtg'- Eigenschaft erfiillen. und für die R(W*) C JGsp(l, gilt.

Beweis: s. Ilörmancler [6], Tlieorern 3.9 und I(nabe [11].

Beispiel 1.21: Wir betlachtcn das oszillierencle Coulomb - Potential V66(x) '- sin(lxlp) (x e R31{0})

mit einerr p € (0, 1).

NIit einem cu € C-(R3), rvie iu Beispicl 1.15 gervählt, clefinieren wir V91 r- Voc r,,, und erhalten

Vos := Voc - Vol € L'(Rt), so daß V.,g hurzlcichrveitig ist.

Wir wollen nun zeigen, daß Vgg€ C* die Volaussctzung 1.17 erfüllt.

tr4it Hilfe des Abschä,tzungslcrnnras für velkettete Funlitionen Lemma 4.3 gewinnt man aus

lo"(l*lo)l ( Cror (t + lxl)P-r'r
die Abschätzung

s et.,t (1 + lx;;lrl 
(n-rl

für alle l*l > t, lZl 2 t nrit l(onstauten e ,.r, > 0.

r

lD' sin (l*l')l 
= ä 

cj. ,''u*{,ü"nu (1 + lxl)p-ku',äu, = lrl}

= ä "j 
(,ü cno) (r + lxl/r-rrl
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Nach Anwendung der Procluktabschätzung a,us Lemma A.1 folgt für alle o € N3

;o" 'i".(.!l'lo)1 < ö1"r .trtil,.Ät.t(1 + ;x;;-l'rl(l-p)-lel-1

< ösor (1 + lxl)-r'r(1-p)-1 (l*l ) 1),

so daß

lD'vo.(x)l S Ör*r (r + 1";;-dt"l (x e R3)

gilt, wo | > t-p =: 6s und j(t-p) * 1: j - (j-I)p + 6o ) 1 * 6o =: 6j fi e ru;.

Somit erfüllt VoL (1.16) mit rn(j) - 6, frir alle j € Ns, wobei 6o = l und 66 =l-p, d.h. für p <L
ist Vgg ein zulässiges Potential getreu der Definition 1.14.

Im Gegensatz etwa zum (klassischen) Coulomb - Potential haben wir es hier jedoch mit einem zu-

lässigen Potential rrit echtem langreichweitigen Anteil zu tun, fiir das auch, wie sich später heraus-

stellen wird, die gewöhnlichen Wellenoperatoren existieren. tl
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2. Existenz- und Invarianzkritcricn

Die im vorausgegangenelt Iiapilcl zulctzt zitierle Dxistenzaussage von Hörmander läßt den Einwand

gerechtfertigt erscheinerr, daß clie nio<lifizierteir \\/ellenoperatoren zumindest in zweierlei Hinsicht von

einer relativ lvillliürlichen \4/ahl der nioclifizielenclcn C-- Funktion abhängen.

Zurn einen ist nürnlich, u'ie bereits bemcrkt lvuLde, die Zerlegung eines zulässigen Potentials in einen

kurzreichrveitigen Anteil und einen la.ngreichn'eiiigen C-- Anteil nicht eindeutig, was zur Folge hat,

claß zu zlvei velschieclcnerr Zerlegungen irn allgemeiuen auch unterschiedliche C-- Lösungen der

Ilamilton-Jacobi Gleicliung (1.18) gemäß Satz 1.19 existieren.

Zum anderen ga,rantiert Satz 1.19 nur clie Dxistenz, nicht aber die Eindeutigkeit einer Lösung der

Hamilton-Jacobi Gleichung zri cinem fest vorgcgebcnen C-- Potential, zutnal die dort vorgegebene

Anfangsbedingung eine rvillliür'liche Festlegnug clalstcllt, die ohne Einfluß auf die Asymptotik der

Lösungen ist.

Darübcrhinaus lr,ilcl sich irn Laufe sPätcrel Untelsuchungen zeigeu, daß auch unter weniger restrik-

tiven, als den in Satz 1.19 fonnuliertcn Bcclingungen zLrr tr'fodifizierung geeignete Funktionen bestimmt

werden könuen, so daß clie zugchörigcn \,\lellenolrclatot'eu existieren.

Es erscheint somit sinnvoll, Rcclingungen l.rerzuloitcn, uuter denen gewisse Eigenschaften modifizierter

\4rellenoperatoren im Hiublicli a.uf clic, hicl a.ngesProchcne Nichteindeutiglieit invariant bleiben.

Eine grundlegende, nicht nul pliysilta.liscli plausibel anmutende Invarianzgröße ist der Wertebereich

eines Wellenoperators. So ergäbe sich bcispielslveisc als I(onsequenz aus einer Invarianzaussage hinsicht-

lich der lVcrtebereiche zn'eicL, bczüglich eines fcst vorgegebenen llamiltonoperators verschiedenartig

modifiziertel lVellenopeLatorcrr, darß clcr Nachrvcis der Vollständigkeit des eiuen unmittelbar die

Vollständigkeit dcs ancleren \\rellerroperators implizierte.

Der folgende Satz gibt nun Aulschluß claliiber, 'n'elche notwendigen und hinreichenden Bedingungen an

die modifiziereudcn Funktiorren cirrc clelartigc Inva.r'ia.nzeigenschaft sichern.



-20-

2.1 Kriterien für die Invarianz der Wertebereiche verschiedenartig modifizierter Wellenoperatoren

Satz 2.1:

Seien X und k reellwerlige, meßbare Funktionen auf R" x R und y'f C R" Nullmenge.

t Existieren die mit X und X modifizierten Wellenoperaloren

und,

für einen selbstadjungierten Operator II mit D(II) ) ,(}/0) und gilt

und

R(W*) : R(fr *)

n(w-) : R(fr -),

W* : *lim eitV e-itHo-ixt* t+t@

fr * : s-lim eitf e-itflo-if t* t+ *cro

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.3)

so gibt es meßbare Funktionen.Fl : R' - C, lf*l f*' t mit

yp;(x(n,t) - *b,t)) _ Fx@)l dp t---'i@ 0 (2.b)
I{

fur jedes Kompaktum ff C R".

ii) Gibt es unrgekehrt meßbare FurldionenFl : R' --- C, lf*l /3' I, fur die

u{n e xl 1ri(x(n't) 
- x(p't)) 

- r*(p)l ) "} 'a-5- s (2.6)

fur alle o ) 0 und I( C C R"1N erfullt ist, so gill:

Die mit X modifizierten Wellenoperaloren Wa eristieren genau ilann, wenn die mit * modifizierlen

Wellenoperaloren W a exislieren. In denr Fall, daß Wa oder VT a eüstieren, gibt es uniläre Operatoren

aa, definiert durch

uau :: s-r(r'*1.) a) : ,!y*r-r(ri(x(''1) 
- *Gt)) frt) @ e Lz), (2.7)

so daß folgende Beziehwtg gill: 
fr + : w*.ux. (2.s)
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Beweisz(fürt>0)
ad i): Bezeichne P die Projektion auf R(\4/+) und F die auf R(W*), so ist nach Voraussetzung (2.3)

P - p. Sei u € L'(Rn) und e ) 0, dann gilt rnit W := W+ und ü t= iV* für alle t ) 0

It(w-W - "t(", 
- X,)) 

'll < ll(w- - "ixt"-itu) *'tt + ;;"ixt"-it"(W - "ittt"-ift) u;;

< ll(w- - uixtu-itH p) wull + ll(w - eitlle-ixt) "ll . (2.e)

Nun gibt es wegen (2.2) ein T. ) 0, so daß für alle t ) f. der zweite Summand in (2.9) kleiner als I
ist. (2.1) zusamrnen rnit Lernma 1.12 liefert für v := W u die Existenz eines T. ) 0, so daß für alle

t > T. gilt:

ll(rv* - "ixt"-itFl 
P) 'll < i .

Mit v, t= f (W*fü u) Cibt es somit zu jeclern u e 9(Rn) ein Tu := max {T., f.}, derart daß für

allet)T.gilt:
I 1"i(x(.,t) - 

X(.,tll r(p) _ ,,r(p)l2dp I e2 . (2.10)
supp ü

Ist K1 C K2 C... C q C ... eine Folge von tneßbaren tr4engen mit .fl Kj : Rn und u, € :D(Rn) mit

suppü.i ) Kiundü;(n)= 1fürallep € \ (j € N),sogilt 
j=1 '

+0 (t*m),

für alle j e N, wobei (2.10) und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung benutzt wurden.

(2.1 1)

Aus (2.11) läßt sicli jedoch ersehen, daß vu-*r(p) : uur(p) für fast alle p € Kj C Kj*, und somit

F(p) :: lim vu.(p)
J-@ J

für fast alle p € Rn existiert. F ist als f. ü. punktweiser Limes einer Folge meßbarer Funktionen meß-

barundesgiltlF(p)l =1f.f.a.p€R't.DajedesKompaktumKCRnineinemKiofüreinjoeN
enthalten ist, folgt demnach (2.5) aus (2.11).
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ad ii): Sei F:= F1 eine meßbare Funl<tion niit lFl = 1 f. ü., für die (2.6) gilt. Wir zeigen zunächst,

daß

c-r(rr.t . ) : s-lim 
"i1Xr-X1)\.-Jt+a

gilt, wobei die rechte Seite existiert uncl einen unitären Operator in 1,2(mn) definiert.

Sei u € L'(Rn) und e ) 0. Dann gibt, es ein K CC Rrl1N, so daß

^-2
o"[ 

^lü(n)l' 

ap < iZ

gilt. Setzt man

I(1,5 := io . r< | ;ui(x{o't) - 
X(p,t)) - r(p)l . ffi},

so existiert nach Vorausseüzung (2.6) ein T. ) 0, so claß für alle t ) T.

p( I(1It1,.) . itfo
gilt. Damit ergibt sich für alle t ) T.

,, ilXr-Xry -:/^.. ^\,,r1e - - u - e-'(e(.) n)ll' :1 f.i(x(o't) - 
x(p't)) 

- F(p)12 lü(p)12 dp
\ / Rll

< 4 I In(p)12 .rp + /l"i(x(p't) - 
x(p't)) 

- F(p)12 lff(p)12 dp
R'.\K K

-2. t + ,!.{- lu(p)12 ap +,-/ I ... 12 lü(p)12 dp
K\K1,. Kt,,

. Lr2 , e2 r r:rr^\r2<f+3,,i,pf"ta(p)l'dp

:12

Da nach Voraussetzung lFl= 1 f. ü. gilt, ist clurch U u :: s-t(f1.1 ,i), (u € t2(Rn)) ein unitärer

Operator definiert, für den (2.7) Gültiglieit besitzt.

Setzt man nun etwa die Existenz des rrit X modilizierten Wellenoperators

W:: W+ - .s-litn eitlle-itHo-ixt
L-@

voraus, so erhält man für ein beliebiges e ) 0
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llwuu - eitHe-itHo-ix,"i{X,-f,),rll

llwuu - eitl{e-itHo-iX,uull + lleitHe-itHo-ixt1u., - "i(x,-i.),r)ll
ll(\{, - eit}Ie-itl-I0-t*,) u,rll + ll(u - "itxt-xt); u;;

c

für alle t ) f., wobei i. ) 0 hinreichend groß gewählt ist, was nach der Voraussetzung an W und

der oben gezeigten Eigenschaft von U möglich ist.

Setzt man umgekehrt voraus, claß der rnit X modifizierte Wellenoperator W ,= W* existiert, so zeigt

man ähnlich wie in Lemma 1.12. daß

u - s-linr "i1Xt-i1) 
:+ u*: s-lim ui1f,t-X1)

f,---+oo l--'+oo

gilt und analog der obigen Beweisführuug ergibt sich dann

tü U* - ,-liro"itHe-itHo-ixt
f +oo

Im Hinblick darauf, für die folgenden Untersuchungen ein praktikables hinreichendes Kriterium dafür

zur Verfügung zu haben, daß sich sowohl die Existenz als auch die Vollständigkeit zweier verschieden-

artig modifizierter Wellenopelatoren gegenseitig bedingen, leiten wir eine Folgerung aus Satz 2.1 ii) ab.

Korollar 2.2:

Seien n > 2, /f C Rn eine abgeschlossen.e Nullnrenge und X, k reellwertige, rneßbare Funlctionen auf

R' x R, so daß eine der beiden nachfolgenden. Bedingungen erfullt ist:

i) Es gibt zu jedem I( CC R"1.1ü ein sre LtUq mit

11,i(x(v,t) - kT,t)) _ st"'.)l dp 13* g, (2.t2)tr'"

ii) .lim (X(1t,t)-X(p,t)) eristiert fur fast alle p € R". (2.13), t*t*.

Dann esistieren die tnit X modifizierten Wellenoperaloren W1 genau ilann, wenn die mit X mod,i.

fizierten Wellenctqteraloren. W 1 erislieren, und üt. dem FaIl, d,aß Wa oder fr a eüstieren, gibt es

unitäre operatoren' ua' so daß gilt: 
fr *. : w*.u* ,

r
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Beweis: (fürt > 0)

ad i):

Sei K1 c K2 c ... c Kj C ... eine Folge von Kompakta, enthalten in Rn1N, so daß .[ I(, I mntn.

NachVoraussetzunggibteszu jedem j € Neingj€ Ll(Kj),sodaßmitY::X - f, i=1 '

./ l.iY(o'tl - s;(n)l dn t: s
Kj

gilt. Insbesondere ist damit S;*1(n) : Si(n) für fast alle p € Kj C Kj*r 0 e ru; und somit existiert

G(P) :: li* gi(P)
J+o -

für fast alle p € R't. G ist meßbar und es gilt lcl = 1f. ü. .

Sei nun K cc RnlN uncl a ) 0, da,nn ergibt sich mit cler Bezeichnung dr(p):= leiY(o't) - G(p)l für

alle p € Rn

p{p e Kld,(p) ) a} s }/d,(o)ao, Q.14)

denn mit K63 i= {p e f I O,(p) ) a} ist

-fd,(p) ap : / d,(p) ap + I d,(p) dp
K KoJ K\Ko,r

Ko.t

> o 1.t(I{,,t) .

Da die rechte Seite von (2.14) ftir t + oo gegen Null honvergiert, erfüllt G damit alle Voraussetzungen

von Satz 2.1 ii).

ad ii):

Sei K CC Rn und *10; ,=,li*_(X(p,t)-X(p,t)) fürf. a. p € K.Dannergibtsichfürallet ) 0

1;"i(x(n,t) 
- i(p,t)) _ eis(p)l ap: Jlei(x(p,t) 

- *(p,t) - s(n)) _ ,1 4o (2.1b)
K

<2p(K).

Auf Grund cler Voraussetzung (2.13) folgt mit clern Satz von Lebesgue, 4.g 
"i8(n) 

€ tl(K) ist und das

Integral in (2.15) für t ---+ oo gegen Null konvergiert.

Zusammen mit Teil i) dieses l(orollars impliziert das die Behauptung. f
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2.2 Gewöhnlichc Wcllcnopcratorerr irn Kontcxt der modifizierten Theorie

Eine erste I{onsequenz aus I(ololltrr' 2.2 können rvil jetzt bereits für gewöhnliche Wellenoperatoren

ziehen.

Satz 2.3:

Sei d,er matintale OperaTor der A'Iultiltlikation rrtil ein,er reellwertigen, meßbaren Funktion V auf R"

derart gegeben,, daß D(t) f y(R") tmd IIs * V, eingeschränkt aal 9(R"), eine selbstadjungierte

Fortselzung H besitzl.

Ist X eine reellwerti:ge, nteßbare Funkliott. cul R" x R, ftr die

X*(p) :: , h;m*X(yt,t)

f. f. o. ? € R' eüslieren, so erislieren die n"tit X n'todifizierlen Wellenoperaloren Wa genau dann,

wenn die ge'wöhnlichen Wellenoltertl,or'en

I,l{) : ,-/i, eitV e-ilflo
l+tN

erislieren. In. ilent Fall, daß W1 otlcr \ff) nisfieren, gibl es uniläre Operaloren (11, so daß

Wx - ,ü'rn rnil (Iau, :: ,-t(r-;x{') a\ (u € ,2(R"))

erfüllt ist.

Beweis: Die Aussa.ge geht unrnittelbar aus I(olollar 2.2 hervor, wenn in Betracht gezogen wird, daß

nach der oben eingeführten Terminologie clic gen ölurlichen \4rellenoperatoren Wf ) die mit

X(O)(p,t) :: 0 rnoclifizierten Wellenoperatoren clalstellen. I

Bemerkung 2.4:

Satz2.3 in Verbinclung mit Satz 1.4 ergibt insbcsoudere die Existenz mit X rnodifizierter Wellen-

opera,toren, sofern r-[]_X(p,t) f. f. a. p € Rrr existicren und V ein kurzreichweitiges Potential ist.

\\rir werden später a,n lla.nd cines Beispiols seherr, cla.ß dcr Satz 2.3 auch dazu geeignet ist, die Existenz

gewöhnlicher Wellenoperatoren iu dem llall zu sichern, in dem die Methode von Cook versagt, die

Existenz gervisser modifizierter \\/ellenoperntorcn jccloch gezeigt werden kann.
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2.3 Definition zeitabhängigcr Modifikatorcn uncl eine erste Dxistenz- und Invarianzaussage

Um die Ideen, die den l\{etlioden clicscr Albcit zugrundeliegen, transparent zu machen und die Vor-

gehensweise zu motivieleu, lvollcu rvir clie angestlebte Invarianzuntersuchung zunächst einmal exempla-

risch an eiuem Spezialftrll vollziehcn.

Dazu geben wir uns ein zulässiges Potcntitrl vor', dessen langreichweitiger Anteil im Unendlichen hin-

reichend stark a,bfällt. Sei trlso V = Vs * Vg zulä.ssig, so daß V1€ C* die Voraussetzung 1.17 mit

einem positiven Abfällexlronentcn 6 ( 1, <ien n'ir noch an späterer Stelle nach unten beschränken

wollen, erfüllt.

Des weiteren seien X und X C-- Lösungen dcl llamilton-Jacobi Gleichung gemäß Satz 1.19, was

insbesondere bedeutet, da,ß es zu jedem l(ompaliturr K C Rrlq{0} TK, iK ) 0 gibt, derart daß

Vpx(p,t)) (p e K, ltl > Tx),
,)v/
ffi(n,t) : \/r-(pl,*

ff{l,,) = v1(rt +

I\,Iultiindex c mit, lol (

voxlp,t;) (p e Ii, ltl > ix)

lnf; i(p,t)l ( el,,.x (r + lr;l;1-6 ((p,t) e K x R).

(2.16)

(2.r7)

(2.18)

(2.1 e)

gilt und zu jedem

können, so daß

1 posiLive Iionstanten Co.6 und Öo.^ bestimmt werden

lDfi X(p,t)l ( Co.K 1t + lt1;1-6 ((p,t) e K x R),

Setzen wir zusätzlich voLaus, daß V so l>eschaffern ist, daß die Einschränkung von H9 * V auf f(Rn)

eine selbstadjungierte lrortsetzung II mit D(II) ) D(IIo) besitzt, so folgt mit Satz 1.20, daß die

mit X modifizierten \,Vcllenoperatoreir \V1, cbenso rvie die mit X modifizierten Wellenoperatoren !V1

existieren.

Setzt man Y:=X-f, so genägt es nach l(orollar 2.2 ii) zu zeigen, daß für alle pe Rn1{0}

Y(p,t) für t * oo punktlveise lionvergicrt, um zu folgern, daß es einen unitären Operator U* in

L'(R't) gibt mit \&'*- 1ry*g*.

Sei p € R't\N, clann gibt es ein I( cC Rrl\N mit p € Ii, so daß für alle tt > t ) Tfa:: max{T6,f6}

Y(p,t') Y(p't)

VoX(p,s)) - Vs(ps + Voi(p,s)))

r)Voi(p,s)),+ (1-

V.(ps *(

I
I

J
0

t'
J
t

t'
J
t

ds

(VpX(p,s) - Voi(p,s))> dr ds(VV1(ps * rVpX(1r,s) (2.20)



gilt, wobei (2.16), (2.17) und der Fundamentalsatz (der Differential- u. Integralrechnung) benutzt

wurden. Nach Voraussetzung au den langreichrveitigen Anteil Vtr isi

1vv1(x)l < cr(t + l*l)-'-' (x e Rn)

mit C1 ': FeT"., rvährencl mit C1,6 ,- *o*{ 
i}rltiC",x,,T,lriÖ",^} 

für alle r € [0, 1]

lps * rVpX(p,.) + (1-r)VpX(p,s)l > llplr - Cr,x(1 + t)t-ol

2 s loi3llnl - cr,Kg*')'-'l

> ä (2.21)

t

girr, sorern, > r't{ ,= ( i#i'5 )t\ PeK'^ ' z

Für tt > t > Ttfi := rnax{T'11, Tt{} Iäßt sich daher unter Anwendung von (2.20) abschätzen:

lY(p,t') - Y(p,t)l - 2'. cr.fr-t-' lvpX(p,s) - Voi(p,s)l ds (2.22)
I

< 2' cr. 
"r,^ 

tf 
s-1-6 1t+s)1-6 ds

I

< 2o cr.. cr.x f ,-" a, .
x

Hier zeigt sich nun mit }Iilfe des Cauchy-I{riteriums, daß die Bedingung 6 > } hinreichend für die

Existenz 
"o" ,$;Y(p,t) für alle p € Rrrl{0} ist.

Will man obige Abschätzung verbessern und etwa die Existenz der punktweisen Limites von Y(p,t) für

t ---+ oo auf clen Fall 6 € (0, l] ausdehnen, so genügt es für alle p e Rn1{0} und s ) Tp

- tI'

lVpY(p,s)l - lVpX(p,s) - Vpi(p,s)l < Cp sl-N'

nachzuweisen, wobei Tp ) 1, Cp ) 0 und N € N so gervälilt ist, daß (N+l)d > 1 gilt.

(2.23)

Bevor wir diese Strategie gegen Ende clieses I(apitels noch einmal aufgreifen wollen, nehmen wir jetzt in

Verallgemeinerung der vorhergegangenen Betrachtung an, es gebe eine zweite Zerlegung des vorge-
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gebenen zulässigen Potcntinls V = Vs + i/L, so cltrf3 Vre C-
Öo statt Co uncl Abfallcxponeuten 5 € (1, 1) erf'üllt rrncl claß

(\7s-vs)(x) : o1*l-t-o') (lxl * oo)

für ein 6. > 0 gilt.

Seien X, t e C*((n'tt{0}) x R, R), u'o X

von V1 uud (2.18) mit 6 statt 6 cLfüllt ist.

Dann hat man für p € Ii cc Rrrl{0} und

die Voraussetzung 1.17 mit Konstanten

rvie oben und X so gewählt ist, daß (2.17)

t/>t>'rk(rx'wieoben)

mit V1 an Stelle

lY(p,t') - Y(p,t)l

: ti (urtos * VpX(p,s;; - \i;(rrs + YoX(p,,))) ar1

S lf (v11os * vpX(p,s)) - vs(rs + voi(p,s;)) clsl

und für ein beliebig vorgegebenes e ) 0 lü ßt sich cler erste Surnmand

mit einem genügencl groß gervähltcn'l^,. ) 0 füL alle t' > t ) Tx,.

lvenn man 6/ := nrin{6, 6} setzt utrd in Betlacht, zicht, daß DoX und

(2.18) bzw. (2.19) eLfiillerl, wo 6 clurcli 6'> I crsetzt ist.

Bea,chtet man, daß V.- Vr_- Vs- \rs uncl lps * VpX(p,s)l 2 $ für

wie es sich aus (2.21) für r = 0 unci mit d/ statt 6 ableiten Iäßt,

so ergibt sich für alle t' > t ) ix,. rnit hinreichcud großen i*,. t fk

it
, | | /1, ?, tt+ ll (vL- vl/tps +

., i (i)-'-"

", # r;l:

VoX(p,s)) dsl (2.24)

in (2.24), wie oben ausgeführt,

durch I nach oben beschränken,

Doi Abschätzungen der Form

are s ) rf1 ,= (,** )t,

lf (r,r- V.)(p, + voX(p,s;) ,lrl S ds

<i'

Somit läßt sich auch in cliesem Fall IiorollaL 2.2 ii) zur Anrvenclung bringen und die mit X und i modi-

fizierten Wellenopertr.toren unl;crscireiclen sich uur durcir die I\'Iultiplikation eines uniüären Operators.

Iu einer zlveiten Stufe der Vclallgemc,ireruug locliern rvir die Voraussetzung sowohl an V1, das wir jetzt

gemäß der Definition 1.14 als ein langreichrveit,iges Cl- Potential mit Abfallexponent A e (L,1) vor-

geben, als auch ou f in clem Sinne, claß lvir annchureu, i. lOse die llarnilton-Jacobi Gleichung nur noclr
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angenähert.

Mit der abkürzenden Schreibrveise

fr.(p,t) ,: S{rr,t) - V,-(0, + VoX(p,t;)

fordern wir an Stelle von (2.17)

In(p,t)l . Ö*,* ltl-t-o' (p e I{, lrl > iK > 1) Q.nt)

fürein6, )0mitÖp,6 ) 0unclerhaltenfrirp € K CC Rnt{0}, t > tt>max{T6,f6}

lY(p,t') - Y(p,t)l : tf (u.fos * Vpx(p,.)) - Vr-(ps + VoX(p,s)) - n(p,s))asl

.l .l..--,-=-,..\-
< lJ (v.1os * Vpx(p,')) - Vr-(ps + Vof (p,s))) asl + lJ fr.(p,s) dsl .

Der erste Summand auf der rechten Seite der vora.ngega.llgenen Ungleichung läßt sich wie in den auf

(2.24) folgenclen Betrachtungen behancleln, wä,hrend (2.I7t) zufolge fr.(p,.) € LI((fK, m)) für alle

p € I(, so daß Y(p,t) für t - oo punktrveise f. ü. konvergiert. Mit Korollar 2.2 ä) folgt so aus der

Existenz des mit X modifizierten Wellenoperators W,. die Existenz des mit X modifizierten Wellen-

operators \fua.

Bevor wir das bislier Bewiesene zusammenfassen, erscheint es nach obigen Ausführungen sinnvoll,

folgenden Terminus zu vereinbaren:

Defrnition 2.5:

Ist V1 ein langreichweitiges C'- Potential mit Abfallexponent 6 € (0, 1) und X e C'((Rn1{0})xR, R),

so heißt X (zeitabhängiger) C*- Modifikator bezüglich V', wenn es zu jedem Kompaktum K c Rn1{0}

und zu jedem Multiindex a mit lcl I rc Konstanteu Co.6 ) 0 gibt mit

lDfi X(p,t)l ( Co,x (t + ltl)1-6 ((p,r) € K x R),

sowie ein Tx ) 1 existiert, so daß für alle 0 e ru[ mit lBl 1 n-I

;o$ n1p,t)l . Cu,* ltl-'-o' (p € K, lrl > Trc), Q.26)

(2.25)

wobei 61 ) 0 uncl R(p,t) ': ff{n,t) - V,_(lt + Vpx(p,t)).
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Satz 2.6:

Sei V zulässiges Polen.lial mit der Eigenschaft, tlalJ der Operalor Ho + V, eingeschränkt auf y(R"),

eine selbsladjungierie For'lseizung II ntil D(II) ) D(Hd besilzl. Gegeben seien weiterhin zwei

Zerlegun gen.

l/ : l/s * l/p, V : Vs -l Vy,

derart daß die Differen,z rler kurzreich.'Lueiligen. tlnlci!e lr, und tt

(üs- It)(r) : o(lr,l-'-ä') (lrl * oo) (2.27)

mit 69 ) 0 genägt. tnt.d die lan.greichLueiligen C'"- Pc.tlenliale Vs und Vl mil Abfallexponenlen 6 bzw.

a e (1, I) aerseh,en. sintl.

Seien X, * zeitabliurgige Cn- tr[ctdifikalorcn bzgl. Vy resp. f s, dann existieren die mit X, sowie die

ntit X modifizierlen. Wellen,operaloren II/* ttntl l\'*, und es gtbt uniläre Operatoren (I* in L2(R"), so

daß die Relalion.

trla= \'VtUt Q.28)

besteht.

Beweis: (für t > 0)

Einen Spezialfall obiger Aussagcr, rümlich cler Fall, daß Vl€ C- die Voraussetzung 1.17 erfüllt und

X € C*((R'tt{0}) x R, R) bcziiglicli dicscs Potcnl,ials Vl Lösung der Harnilton-Jacobi Gleichung mit

den Eigenschaften des Sa.tzes 1.19 ist, rvulcle obcrn l:cleits berviesen.

Die allgemeine Aussage clcs Strtzes folgt nun ruit einer Auu,eldung von Lemma 1.18, in dem behauptet

wurde, daß sich jedes langreichrveit,ige Cj^'- I'ot,crrtial Vl - Vt + Vt in einen langreichweitigen

C-- Anteil V1, cler die Voraussetzung 1.17 nrit 6o = 6 und no = n erfüllt, und einen kurzreichweitigen

Auteil V, aufspalten lä.13t, so daß insbesonclcre

lVs(r)l < cs (1 + l.x1;-'-'s (x e Rn) (2.2e)

mitCs)0und6r>0gilt.
Zu der Zerlegung V = Vs a !r gibt es clcmnacli eine rvcitele Zerlegung V = Vs + Vs + V1 und Satz

1.19 zufolge existiert ein,\ e C-; so daß mit Satz 1.20 die Existenz des mit X modifizierten Wellen-

operators fV." gefolgcrt wcrclen hann.

Da ((Vs + Vr) - Vs)(.*) = Vs(x) = o(l*l-t-6t) (l*l * oo), ergibt sich aus dem oben bewiesenen

Spezialfall, daß \,\/a, dcl niit clcrn C^- X,lodifil<a.tor X modifizierte Wellenoperator, existiert und



wa - w+u+ (2.30)

mit einem unitären Operator Ua gilt.

Argumentiert man ebenso im Fall cler Zerlegung V = V, + V1, so erhält man die Existenz des mit

dem C"- Modi{ikator i rnoclifizierten Welleuopelators W* üb", die Existenz eines mit i e C- modifi-

zierten Wellenoperators fra, cler clie Beziehung

w." - w*u* (2.31)

erfüllt, wobei ü1 ein unitärer Operator uncl i Lösung der Hamilton-Jacobi Gleichung bezüglich eines

langreichweitigen C-- Potentials üa irt, das nach Lemma 1.18 Teil der Zerlegung V = Vg + Va =
V, + ü, + ü. ist.

Somiü ist die Diffelenz der kurzreichweitigen Anteile der Zerlegungen

V=Vs+Vr+Vr, V=Vs+Vs+VL

von der Art, wie sie in obiger Beweisführung, auf die Abschätzung(2.24) folgend, benutzt wurde und es

folgt clie Existenz eines unitären Operator, Ü*, so claß

W+ : lV+U+

gilt. Setzt man Ua ,= UI. ü* Ü1, so ergibt sich schließlich mit (2.30) und (2.31)

-* - -*_ \4/+ U; U+ U+

= W+U+

Bemerkung 2.7: Obiger Satz gilt auch im Fall Coulornb-artiger Potentiale V = Vs * V1, wo Vg

kurzreichweitig ist uncl V1(x) r- llxl-t (x e R'11{0}), I € R, n ) 3. In Beispiel 1.15 wurde gezeigt,

daß V1 zulässig ist und es eine Zerlegung Vl= Vs + V; gibt, derart daß Vs e L2 ist und V1 € C-
für jedes n € N und jedes beliebige 6 e (0, 1)

I

ID"VL(x)l < c" (1 * lxl)-tat-, (l"l S rc, x € Rn)



-32-

U ,'2, so ist V = (Vs + Vr; + Vl eine Zerlegung, die der Voraus-erfüllt. Wählt man also speziell

setzung von Satz 2.6 genügt.

Zum Abschluß dieses Kapitels rvollen wir noch kurz skizzieren, mit welchen Methoden die Aussage des

Saüzes 2.6 auf den Fall schrvach abfallender langreichweitiger Potbntiale, d. h. solcher Potentiale mit

Abfallexponent 6 € (0, j] erweitert werdeu kann.

Mit Hilfe eines Iterationsschemas vverden rvir uns zunächst approximative Lösungen der Hamilton-

Jacobi Gleichung verschaffen und zeigen, daß diese Näherungslösungen nach Erreichen einer von 6 ab-

hängigen Iterationsstufe zeitabhängige Iüodifikatoren gemäß Definition 2.5 darstellen.

Darüberhinaus wird es uns gelingen, bezüglich eines weiteren, beliebigen zeitabhängigen Modifikators

eine Abschätzung der Form (2.23) zu etablieren und damit unter Ausnutzung des Korollars 2,2 den

Nachweis zu erbringen, daß sich sowohl Existenz als auch Vollständigkeit zweier in der Weise

verschieden modifizierter Wellenopeta,toreu gegenseitig bedingen.

Eine Anwendung der Dxisteuzaussage von llörmander (Satz 1.20) wird schließlich, ähnlich wie im Be-

weis von Satz 2.6, die Existenz aller mit I'Iilfe von C"- tr4odifikatoren bezüglich eines langreichweitigen

C'- Anteils gebildeten Wellenoperatoren liefern, sofern rc € N hinreichend groß gewählt werden kann

und zwar, grob gesprocheu, umso größer, desto lileiner der Abfallexponent 6 vorgegeben ist.
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3. Iterierte Modifikationsterme

3.1. Definition und Eigenschaften

Ziel dieses Abschnitts ist es, durch einen Iterationsplozeß zu Näherungslösungen der Hamilton-Jacobi

Gleichung

ff{o,t) : v(nt + vpx(p,t)) ((p,t)eRnxR) (3.1)

zu gelangen. Dazu integrieren wir - volausgesetzt, daß V g Cl ist - die nichtlineare, partielle

Differentialgleichung (3.1) bezüglicli t auf, was mit der (willkürlich) festgelegten R^andbedingung

X(p,O)=0füralleP€Rrl

I

X(p,t) : j Vlps * VpX(p,s)) cls ((p,t) € Rn x R)
0

(3.2)

(3.4)

ergibt. Eine Picard-Iteration, angewaudt auf die Integrodifferentialgleichung (3.2), führt zu folgender

Definition 3.L:

SeiVlangreichweitigesC'-PotentialrnitAbfallexponent6€(#, 1),sodaß*gruundN:=[]] gitt.

i) Der j-fach iterierte Modifikationsterm (bezüglich V) X0), Rn x R * R istfür j=0,..., rcundalle

(p,t) g Rn x R durch folgendes ltera,tionsscltetna, defirriert:

xo)(p,t),:{: 
;j:o

(3.3)
I jvlpr * Vox0-r)(p,s))ds ; 1 <j ( rc.

0

ii) Der spezielle j-fach iterierte Modifikationsterm (bezügtich V) X$): Rn x R -r R ist für j - 0,..., K

und alle (p,t) g Rn x R mittels folgendem Itera,tionsschema zu konstruieren:

x5o)(p,t)

xo)(p,t)

sf)(p)

:=0

t.- |'- J
0

_l-t

V(ps * VoxÜ-l)1p,s)) ds *

0

s!-t)(o) -To$-"tp,s) ds
0

lip sf)(o)

;1<j<N

;N<j<,6

vox$-i)1p,t;;

+ L=IIQ s9)(p)

n$)(p,t) :- v(pr + vox$)1p,t)) - v(pr -F 6>1).
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Bemerkung 3.2:

i) Die Wolildefinieltheit dcr itcliuten X,Iodi{ihatiousteLme rvird in den folgenden Lemmata 3.3 und

3.4 nachgewiesen.

ii) Die Voraussetzuug ä E N sott zur besseLc'n ÜLrcrsiclitlichkeit vermeiden, daß in den Abschätzungen

des t-Verhaltens der iterierten l\,IoclifiliatiorrstcLme logarithrnische Ausdrücke in t anfallen. Hat man ein

langreichrveitiges Potent,ial V mii Abfa,llexponcnt 6 € (0, 1) gegeben, derart daß I e N, so wählt man

ein hinreichend großes 6' e R*1Q* mit 6' ( 6, uncl V elfüllt (1.11) mit 6t an Stelle von 6.

iii) Da*€ ru,istN ( l< N+tundntichVolaussetzungist6 > #,sodaß rc ) Ngilt.

iv) Die speziellen stirnmen mit dcu einfach itericrt,en l{oclifikationstermen bis einschließlich zur N-ten

Iterationsstufe überciu uncl cs rvird sicli zcrigcn, daß die N-fach uud - soweit es die Regularität des

Potentials zuläßt - clarüber'hiua.us itclierten X,Ioclifika.tionsterrne zeitabhängige Modifikatoren gemäß

Definition 2.5 darsteilen. Iline spätc.r arrgest,cllLe Uutclsuchung wird überdies erweisen, daß die

speziellen iterierten tr{oclifilta.tionst,eLnre so lionstluiet't sind, daß die mit Termen unterschiedlicher

Iterationsstufe rnodifizierterr \\/cllenolrcleitolcrn uicht uur gleiche Wertebereiche besitzen, sondern selbst

identisch sind.

Lemma 3.3:

Der spezielle j-fach ilerierte A[odifikutionslcrrrr lti) trrugticlr eirtes langreichweitigen, C*- Potentials V

mit Abfallexqtenrenl 6 ist ftir j= I, ..., n cine (i,-j*I) - nral slelig differenzierbare, reellwertige AE

bildun,g aul R" x R nril folgentlen Eigcnsch,afl.en:

Zu jedenr l(om.paklunt IiC m"t{0} unrl allcn, A[ttlliindizes d,0 mit lal+i -1< n bzw.

l9l + i < * git)t es l(onslanlen Ctat,ri,j, e lul,,r,j u 0, so daß mit den Bezeichnungen des

Iteralionsschentas (3.a) /lir alle (p,1.) € /( x R gdl/:

Pi x?1u,t)l < ci" rr(,j (r + lll)'-'

pi (x?Q,,0 - xY-1) (r,,r))l s cv,ri,j(t + lrl)1-iö

ln" s!(p)l 3 cvrK,i

. l/; )

lD'i, Ri'(p,t)l < C1,t1,r;,i (1 +

Beweis: (fürt > 0)

Sei I( C C R'r1{0} beliebig govü,hlt. Itn crstcn lJerveisscliritt

(3.6) die AbschätzunC (3.8) implizicrt.

It1;-(i+t;'

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

rvird gezeigt, daß (3.5) zusammen mit
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Dazu setzen wir zur Abkürzung für 1 ( j ( rc, p € i(, t ) 0 und r e [0, 1]

h1(l,t,r) :: pt * rvox$)ip,t) + (1-r)Vox9-t)(o,r)

B.;(l,t,r) :: VV(hj(p,t,r))

c,(n,t) ': vpx$)(p,t) - vox$-l)1p,t;

und registrieren, claß auf Gruncl der zunächst schon als bewiesen geltenden Behauptung, daß

x$)E 6'-;at(Rn * R, R) ist, die Funktioneu h.;, B1 und Ci bezüglich p und t (r-j)-mal stetig differen-

zierbar sind.

Mit Hilfe des Fundamentalsatzes (der Diff.- u. Iutegralrechnuug) ergibt sich

. 
n/i\ 

I q I
.J'(p,t) : [# v(hi(n,t,r)) o' : { <B.;(p,t,r), c3(R,t)) dr, (3.9)

so daß nf)(p,t) a 6^-j1pn x R, R) und zur Abschä,tzung des t-Verhaltens von DpRf) für lBl ( rc-j

nach Lemma 4.2 D1B, uncl D"C, für l7l, l"l < "-j zu kontrollieren sind.

Nach (3.6) ist für alle (p,t) € K x R*, lol < m-j

lofi c1(n,t)l S cror*r,x,j 1t + ;t1;t-id

und mit (3.5) und Öi,x,j ,= max{C1,6,i, Ci,x,.i-r} (1 < i < rc-j*1) erhält man einerseits

lh.;(n,t,r)l 2 t lo[f.lnl - (rCr,x,i + (1-r)Cr,**,-r)(tft)t-'l

(3.10)

2 t loi3r^lnl - ör,r,.i (t+t11-61

>t (3'11)

/zö.,.,\äfürallep€K,t>Tx,j'= [l#fü J,ze [0, 1].

\ PeK''' 'z

Andererseitsgilifür'allep € K, t ) l und r € [0, 1]

lDfl hr(n,t,r)l < t + Ör,^,.i(l + t)t-'

s (1 + 2 Cr,x,) t (lpl = 1), (3.12)
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sowle

lof, hr(n,t,r)l s z e1,,1*r,x.; t1-6 (1 < lpl < r-i) .

Da nach Voraussetzung an das Potential

(3.13)

(3.14)

lD"V(x)l S C(l*lxl)-tar-u (x € Rn)

gilt, ergibt sich nun mit Lernma A.4 für t S lf l < rc-j unter Berücksichtigung von (3.11) - (3.13)

Inl nr(n,t,r)l s Ö,r',,.,j i-t-' (p e K, t ) 1, r e [0, 1]),

wobei die Konstanten Ölrl,^, ) 0 von C uncl Ö,,*,.i (1 S i S lrl*1) abhängen.

Ebenso ist

lB.;(n,t,r)l < Öo,n,j t-t-' (p e K, t ) 1, r e [0, 1])

mit einer von C und Ör,x; abhängigen Konstante Öo,*,., ) 0, so daß insgesamü für 0 < lf l < "-j

lol Br(r,t,r)l S ci.,t,x,; (1 + t)-t-o

für alle (p,t) e K x Ra und r € [0, 1] gilt, wobei

cirl,x,j:= 21+6max{Ö,r,,^,r,r"jlfrrtlofi B.;(r,t,r)l In e I{; t, r e [0, 1]]] '

Somit läßt sich mit Hilfe von Lernrna A.2 und den Abschätzungen (3.10) und (3.la)

;o$ n$)1p,t)l s e,B',x,i (1 + t;-0+r10 ((p,r) e I( x R*)

für alle Multiindizes B mit 0 S lßl S rc-j folgern, wobei

: ^lßlctBt,*,.t '= 
2'"irtjllp,u,(ci.',t,x,.i ' cror*r,x,i) '

Im zweiten Beweisschritt werden nun die Aussa.gen (3.5) - (3.7) durch vollständige Induktion nach j
gezeigt.

WegenderVoraussetzung6<listSf)(p,t) :0undsomit(3.7)fürj-1erfüllt.DurcheineAn-

wendung von Lemrna 4.4 bekornmen wir, inder-n rvir gr(p,i) := p.t setzen und in Betracht ziehen, daß
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V und 91 rc-mal steiig differenzierbar sind, sowie

alle (p,t) € It x R*, 1 < lßl < 
"gelten,

(6i; bezeichne das l(ronecliersyrnbol)

ler(p,t)l > o[r*lnl 
t und lDfl er(p,t)l S 61u;,rt für

1of; xll)1p,t;;

2ö
wobei c1ol,K,, '= ff * 

,rjlt,{lo6 
\'(er(p,'))l | (p,') e

die nur von C > 0, I{ cc Rrrl{0} und lal abhängen.

Entsprechend ist

ia

* Ctor,x,r Js-o ds

((p,t)eI(xRa),

Kx[0, 1]] mit Konstantur ölor,K,r,

lx!t)(p,t)l S co,x,r (t + t)1-6 ((p,t) e I{ x R1),

mit einer von C und I( abhängigen positiven Iionstante Co,K,t, womit der Induktionsanfang für die Be-

hauptung (3.5) uncl, a* X!o)1p,t; : 0, auch für (3.6) bewiesen ist.

Im Induktionsschritt von j nach j*l zeigen rvir zunächst unter der Annahme, daß für alle i g N mit

i < j < ,, x!i) ,rnd s!) (rc-i+l) - mal stetig clifferenzierbar sind, x$*t)e gr-j1pn x R, R) und

sf*t)e c"-i1Rn,R; girt.

Nach Definition ist mit gi(p,s) := ps + VoX$)(p,s)

x9*t)(p,t) = f .,(r,(o,r)) ds + sf*t)(p) .

Die Tatsache, daß V € C' nach Voraussetzung und g, € C"-r nach Induktionsannahme gelten,

ergibt, daß der ersüe Summand in (3.15) (rc-j) - rnal stetig differenzierbar ist. Mit gleicher Argumen-

tation läßt sich R$)6 g'-i begrüuclen, rvas n,ieclelum s!*1)e C'-j nach sich zieht.

Angenommen,esgeltenun(3.5)-(3.7)füra,lleieNmitl<i<j<rc.Fürj(N,wobeiN=[*],
irt Sf*1)1p; = 0 nach Definition uncl clamit (3.?) trivialerweise erfüllt. Im Fall j > N nutzen wir aus,

daß,wieimerstenBeweisschrittgezeigt,auch (3.8) fürallei e Nrnit 1< i < j gültigistundwegen

: lnä J v(er(p,s)) dsl
0

I
S J lDfi v(g1(p,s))l ds

0

( Cror,x,r (t + t)1-6

(3.15)

0+t;l>(N+1)6>1
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gilt dann für alle a € Nä rnit 0 ( lol < r-j

In" s!*t)(p)l : lD' s!)(p) - ofi 
T 

nf)(p,,) a,l

( cror,x,j * er,r,x,j T tt * s;-o+r)ro,

<.fjl*,*, ((p,t) € KxRl) (3.16)

mit CljlK,j+l := Cror,K; * 6$ö#

Mit Hilfe der unter der Indukbionsanna,hrne gültigen Abschätzungen (3.11) - (3.13) und der Tatsache,

daß g.;(p,t) : h.;(R,t,1) gilt, gewinnt man nach Aurvendung von Lemma 4.4 für 1 < l"l < rc-j

lDfi v(gi(p,t))l < Cllr,x,j*r t-6 (p e K, t > 1)

mit einer von C, Ci,x,j ) 0 (1 < i3 lol+1) abhängigen positiven Konstante Cilt,K,j+l. Da

lv(et(p,t))l ( Cä,x,j*, r-' (R e K, t > 1)

gilt, wobei Cä,*,r*, ) 0 vou C, Cr,x,j ) 0 abhängig ist, folgt zusammen mit (3.16) für alle Multi-

indizes o, für die 0 ( lol < o-j erfüllt isi,

lDfi x$*t)(p,t)l < i lo;,,1*,1p,s))l ds + lDfi sf*t)(o)l
0-

< i toü v(e.j(p,.))l ds + cil,,x,,*, f ,-od, * c|j,]*,r*,

< 
"1"',1*,*, 

(r + t)1-' ((p,t) e K x R1)

,"it cfSlx;*, ,= Tfuf! * cfiln,*, * 
,rjit,{lo6 

v(ej(p,,))t l(p,,) , K x [0, 1]] .

Bleibt noch der Indulitionsschritt fiir die Unglcichung (3.6) zu vollziehen. Dazu unterscheiden wir

wieder die Fällej < N und j ) N. Im ersten Fall elhalten wir für 0 S lol < rc-j

lDfi (xg*t)(p,t) - xli)(p,t))l s i to$ R$)(p,,)l as

,(1

4 i i!el{4 r.t * ,11-o+1)o- l-(J+l)ö ' ((p,t)eKxRa).
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Istj > N, so ergibt sich für alle a € Nf rnit 0 S lal < rc-j

lDfi (x$*t)(p,r) - xf)(p,t))l < lDö( ] nf)(p,.) a. - f {)1o,'y a')l

rn:.,,-(3) 2 Ctot,x,i
'".,, -tol,K,i+r .- [lI6JlE

< T tofi R!')(p,s)l ds

. er"r,f ,j (1 + t;l-(r+r)a ((p,t) € K x R..).> 6+1F=

ond Cror,K;*r ,= rjiä.afil,^,r*, folgt somit die Behauptung.

I

Lemma 3.4:

Der j-fach. iterierte Mod.ifikatiotrrtrrm XG)

Abfallexponent 6 ist für j - 1, ..., n ein.e

bitdung auf R" x R mit der Eigenschafl,

Multiindizes a, B mil lal + j - 1 < n bzw.

d,aß fur alle (p,t) € I( x R 9rll:

bezügtich eines langreichweitigen C'- Potentials V mit

(o-j+I) - mal stetig differenzierbare, reellwertige AE

daß es zu jedem l(ompaktum /< C R"1{0} unil allen

l/l + j 1 n l(onslanl"o Ctot,K,i, e 
1B1,t<,i 

) 0 gibt,, so

lD;
</r

1n
(*0 b'')

;1<j </r

;/f ( j 1rc

+

+

.1o$ 

x011,,t71 3

_ x(j-l)@,4)l <

Clol,x,i (l

( Ctot,ri,i

t 
0",,r,,,

+ lrl)'-o

(t + lrl)l-i6 ir<j

tN<j

(3.17)

(3.18)

(3.1e)1nf, n011,,t11
c,^, ,,. (r

lPl,,\,J'

e tot,o,i Q

It1;-(i+t;'

I 
r l) 

-'-o={

mit n(i)(r,r):- V(pt + vrx(il1'p,t)) - V(1tt + vox(i-1)17,,t11 (i e ru;.

Beweis: Die Aussa,gen (3.17) - (3.19) für j < N rvurden bereits in Lemma 3.3 bewiesen. Analog zum

dortigen Beweis zeigen wir zuuächst rvieder, daß für j > N aus (3.17) und (3.18) die Abschätzung

(3.19) folgt. Dazu setzen rvir für alle j € N mit 1 ( j ( n, p € Rn, t € R und r e [0, 1]

B.;(R,t,r) :- VV(pt + rvo,x0)1p,t) * (1-r)VpX0-t)(o,t))

c1(n,t) ,: voxo)(p,t) - voxo-1)1p,t; .
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Sei nun K CC R'tt{0} beliebig gen'ählt, clann ist für alle tr{ultiindizes 7 mit 0 < lfl < r-j

lol n,(p,t,r)l S ci.,,,x; (1 + r)-t-o

für alle (p,t) € I( x R* und r € [0, 1] mit positiven Konstanten Cirl,K,j, was ähnlich wie im Beweis

zum Lemrna 3.3 allein aus (3.17) und der Voraussetzung an V mit Hilfe des Lemmas 4.4 gefolgert

werden kann.

Dasich für j ) N aus (3.18) für alle (p,t) e I( x Raund l,Iultiindizes a mit lal < rc-j

lDfi C1(r,t)l S Cror+r,x,j

ergibt, liefert Lernna 4.2

für alle f e rufi mit 0 ( l0l < *-i,wobei e;B;,x,.,= 2lpltrt{lpÄ,r,(Cirt,x,i . Cror*r,x,.;) .

Die Aussagen (3.17) und (3.18) für j ) N41 zeigen u'ir nun durch vollständige Induktion.

Den Induktionsbeweis für (3.17) vera,nlieru wir bei j = N, so daß der Induktionsanfang unmittelbar aus

Lemma 3.3, Eigenschaft (3.5), ersehen werdeu ka.nn. Der Induktionsschritt unterscheidet sich von dem

im Beweis von (3.5) vollzogenen nur insofern, a.ls claß in den Abschätzungen für OfiX0) ein in t

konstanter Term wegfällt.

Bleibt nocli (3.18) für j > N*1 zu zeigeu. Deu Inclulitionsanfang für j - N*1 sieht man, wie folgt, ein:

1nf n0)1p,t;; < lDg i<nr{n,t,"), ci(n,t)> drl

s etot,^,t (1+t;-t-o ((p,t) e K x R..)

lDfi (x(**t)(p,t) - x(*)(p,t))l < i loü R(N)(p,r)l a,
0

- e ror,K,N /

für alle Multiiudizes c mit 0 < l"l S rc-N ,

Angenommen, (3.18) gelte ft-rr alle i ( j mit einem j > N+1, so folgt zusammen mit (3.17) für alle

i<jdieGültigkeiüvon(3.19)fürdiesesjeN,sodaßfüralleoeN[mit0(lal <rc-jgilt
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lDfi (xÜ*t)(p,r) - xÜ)(p,t))t s i lofi RÜ)(p,r;l a.
0

+

c
s r#!J ((p,t)e KxR*)

Der Beweis für ü ( 0 läuft volll<omrnen analog.

Bemerkung 3.5:

Die (speziellen) iterierten l\{odifikationrtur,r',u X0) (bzw. Xf )l bezüglich eines langreichweitigen

C"- Potentials V sind für alle j e N rnit N < j < rc zeitabhängige C'-i+t- Modifikatoren.

Es ist närnlich für alle j e N mit 1 ( j ( rc

& "0)(o,t) - 
V(pt + vox0)1p,t)) : v(pt * Vox0-tl,o,t)) - v(pt + vox0)1p,t;;

: -Ro)(p,t)
bzw.

* "9)(o,t) 
- v(pt + vox$)1p,t)) = -n.$)(p,t) ,

so daß (3.19) bzw. (3.8) für allej e N mit N ( j ( n und alle 0 e rufi mit lfl ( rc-j

1nf no)1p,t;1 . elrl,n,, (r+;t;;-1-ö'

bzw.

1of n$)1p,t1; s elBl,x,r l,l-t-o' (p € K, lrl > 1)

liefert, wobei

5i::fi+1)6-1>0 (NSj<')

und

r

f(N+1)6-1;j=N
6:t= 

J\6 ;N<j<t
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3.2 Ein Existenzbeweis für die Dollard-Wellcnopcratoren

Beispiel 3.6:

Um das bisher entwickelte Iionzept zu illustrieren, beirachten wir noch einmal das Coulomb - Potential

Vc(*) : I lxl-r (x e R31{0}) .

Wie in Beispiel 1.15 diskutiert, ist Vg zulässig uud es gibt eine Zerlegung Vc = Vcs * Vgg, wobei

V6s kurzreichweitig ist und Vcl€ C* die Digenscliaft hat, daß Vcr_(*) = Vc(x) für alle lxl > 2 gilt

und zujedemrc € NeinC^ ) 0existiert,soclaßfürallelol < oundx€ R3gilt:

lD'Vs1(x)l < C, (1 + 1x;;-t"t-r

< c,, (1 + l*l)-r"r-? .

Dem Satz 2.6 zufolge existieren die mit jedem C'- h,{odifikator bzgl. V61 modifizierten Wellen-

operatoren für alle rc € N. Da die j-fach itoierten X{oclifikationsterme X!) Urgt. V61 für j > [3] : f

Cr-i+l- I\{odifikatoren (bzgl. Va,-) bilclen, existieren insbesonclere die mit X$)modifizierten Wellen-

operatoren w!c), *olrei

xf)(o,r) ,: f v.,_(nr) ,1, ((p,t) e R3x R)
0

gilt. Für alle p € n3t{0} uncl t > fr ist

/i \ z/lPl
xf)(o,r) =-'j"' \rcr-(pr) ds + rt i * ot

0 lvt z/lPl

: p(p) + fr los t,

2 /lpl
wobei rp(p) ,: j Vcr_(p,) crs - #l 

I.s ( fr ) (ol + ol.

Vergleicht *.r X!'1) mit cler in Satz 1.9 eingeführten Moclifizierung X(D), ,o erhält man

xf)(p,,) - x(o)(p,t) : p(p) (lpl I 0, t ) *.*{t, fr}t

Mit Hilfe des l(orollars 2.2 folgert man so clie Existenz uon WfD) aus der Existenz uon W!c). lnrrt-

sprechendes gilt fiir Ut!D).)
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Die ursprünglich von Dollard ver"rvendete l\,Iodifikation (vgl. Dollard [4]) wurde durch Iteration an dem

'Potential'Vcr_(pt):= Tlptl-1 d(2lpl2ltl - 1), (lpl # 0,t € R) gewonnen:

fr(o)(p,r):iV..1ps) as
0

: 
fr sign(t) (r"g;t; + log(2lpl2)) ttol + 0, lrl > 11

2lpl"

wohingegen

x(o)(p,t) V6(ts) ds

sign(t) logltl (lpl # 0, ltl > 1)

Da sich X(D) ,rnd i(D) ,"i".l"rum nur durch eineu in t konstanten Term unterscheiden, existieren auch

die mit f (D) 
rrrodifizierten Wellenoperator*n \t!D). E

3.3 Zwei Lemmata zur Vorbercitung einer allgcmeincn Dxistenz- und Invarianzaussage

Zur Vorbereitung einer adäquaten Versiou des Satzes 2.6 fär zulässige Potentiale mit schwach abfallen-

dem langreichweitigen Anteil benötigen wir noch eine Aussage hinsichtlich des zeitlichen Verhaltens der

Differenz eines zeitabhängigen A,Iodifiliators und itelierter l\,Iodifikationsterme bezüglich ein und des-

selben langreichrveiüigen Potentials.

Lemma 3.7:

Sei V langreichweitiges C*- Potenlial mit Altfalleylt.onent d € (t, I), so daß ig ru unil N:-[l] gilt.

Ist X ein (zeitabhängiger) C"- A,Iod,ifikator und X(r/ d,er j-fach iterierle Modifikationsterrn (bzgl. D fw
ein j = 0, ... , y'f-l, so gibl es zu jedem. I(ont\taktum /( C R"t{O} und allen Multiindizes a, B mit

lal + i 1n bzw. l0l+ i ( r,;-I lionslante,t Ctot,K,j,e l,.l,r*,r)0, so daß ftr alle(p,t) e Kx R

silt:

1rfr (x1p,t; 3 cp1,r{,j (1 + 1t1;r-(i+tlo

t

-f_J
I

_7- lpl

_ xol(p,t))l (3.20)

(3.21)1n$ nf)17,,t)l S e wt,r,j (1 + l11;-(j+210,

V2X(2,r)) - V(pt + V rxo 1p,t11wobei n90,r):: v(1tt * (r e No).
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Beweis: Das Vorgehen ist wieder analog dem des Beweises vou Lemma 3.3 . Bevor wir (3.20) durch

vollständige Induhtion nach j zeigen, folgern rvir (3.21) aus (3.20). Mit den Abkürzungen

Bi(R,t,r) :: VV(pt * rVpX(p,t) + (1-r)VoX0)1p,t;;

C.;(n,t) :: VpX(p,t) - vox0)(p,t)

für alle j € N rniü 1 ( j < N, p € K CC Rn\{O}, t ) 0 und r e [0, 1] ergibt sich ähnlich wie im

Beweis zu Lemma 3.3 durch Anwendung von Letlrna A.4 aus (2.25), sowie (3.17) und der Voraus-

setzung an V für alle 7 € N[ mit lf l < "-j-1

lol n,(n,t,r)l S cirl,x; (1 + r)-t-o

für alle (p,t) e K x R* und r € [0, 1]. \4/egen

lofi c.;(n,t)l S cror+r,x,j (1 + 1;1-Ü+r)c

für alle (p,t) e K x Rlund Multiindizes a rnit lal < rc-j-l folgt weiter mit Lemma 4.2

;n$ n!)1p,t)l < lDg icn,{n,t,'), ci(R,t)> drl

.S etut,^,;(1 +t)-o+z;o ((p,t)e KxRa)

fürallef e ruimit0 ( l0l < o-i-l,nobeietrt,*,.i '=rl'ltrtjt#,u,(Cirt,x;.Cror*r,x,.;).

Abschließend zeigen rvir (3.20) durch vollständige Induktion nach S:

j:0:DaX(o)1p,t)=0ist,erhältnian(3.20) fürj-0undallelol <^ausderVoraussetzung(2.25)

lDfi X(p,t)l S Co,x (t + t)1-d

( Ctor,K,o (t + t)1-6 ((p,t) e K x R1),

wobei Clo;,K,o ,= 
trilttCr,x 

.
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j * j+t: Sei (3.20) für clen j-fach iterierten l\{oclifikationsterm X0) mit j < N-l erfüllt. Da X ein

C'- Modifikator ist, gilt rnit

R(p,t) := ff(n,t) - v(nt + Vpx(p,t))

für alle o € N3 mit lal ( rc-1, DöR e arx-lal-l1ptt x R, R) und DfrR(p,.; e 1,111r*, oo)) füralle

p€KmitT6)1,sodaß

DfrR(p,.; e t1110, oo;; (p e r, lal S rc-1)

gilt. Somit ergibt sich für alle ltlultiinclizes a rrit lal < rc-j-1 aus der Tatsache, daß 1-0+Z)A > O

fürallejcN-lgilt,

lDfi (x(p,t) - x0*t)(o,t))l S i Infr n!)(p,s)l cls + lDfi x(p,o)l + i lDfi R(p,s)l ds
00

s eror,x,j itt * s;-o+z)ro, * öo,x
U

s cr*r,K;+l (1 + 6;1-(i+z)a ((p,t) e K x R".),

2 eror,xJ , ^ ..'cl ör.r,x :=. :up .(lnf xtn,o)l + f lof n(p,s)l as) .s,'ebei c1o1,K,+1 := .:CIF * c'o',K 
l,Jr=li,l, ö

Mit den nunmehr bereitgestellten X{itteln isi es möglich, die Existenz der modifizierten Wellen-

operatoren zu zeigen, die rnit rc-fach iterierten tr{odifikationstermen bezüglich eines solchen

C-- Potentials gebildet werden, das mit eiuern Abfa,llexponent d € (#, 1) den Voraussetzungen 1.17

genügt.

Da wir jecloch auch an einem nur []l-mal stetig differenzierbaren, langreichweitigen Potential V

iterieren wollen, stellen wir noch ein Ergebnis bereit, das im }linblick auf eine Zerlegung V = Vs * Vl
gemäß Lemma 1.18 das Verhältrris der bezüglich \/ und Vt iterierten Modifikationsterme beschreibt.

T
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Lemma 3.8:

Seien V, t langreichweitige C*- Polenliale ntit Abfallerponenten 6, O e (*, 1), so daß l, * e *,
6 < 8 und fur alle Multiindizes a mil lol < lV-1, N := fll, gitt:

Sind X0 und X0 arc beztiglich, V bzy. i' j-fach. iterierten Modifikationsterme fir ein

j = 1,... , ff-l, so gibt es nt, jedenr l(onrpakl.um. I( c R"1{0} und, allen Multiindizes 8,, 1 mit

L<l/l<//-i bzw.0Slrl <N-i-l I(onstanten Clul,n,j,elrl,x,j)0, so daß für alle

(p,t) e 1(x R sdll:

lD"(v-üXr)l se e *lel)-r'r-"(rot) (ae R"),

wobei e >0 und o(i):=6+V' (i=0,...,/V-1).

loß (x6)(r,t) - ko(p,,))l s cwt,,r,i(r + lrl)1-öiQaD,

wobei bi?) := o(i+i-l) + (r-l)d < 1 (1 S, ( /[-r),

(3.22)

(3.23)

1O/ ho17"t)l s d'11,r,i (1 + lll)-d(l1l+i)-id, (3.24)

wobei fr!il(r,t) z: V(pt + vrx6)1y,,t\ - VQtt + vo.t017r,t71 (j e nr;.

Beweisz Das Berveisschema ist rvieder da.s gleiche wie in den vorangegangenen Lemmata, so daß wir

uns darauf beschränlien, die n'esentlich verschieclenen Schritte im Detail auszuführen.

Wir folgern zunächst (3.24) aus (3.23). Da,zu definieLen rvir

Bi(R,t,r) :: VV(pt + rvox0)1p,t) + (1-r)VpXC)(0,,))

c.;(n,t) ,: vpxo)(p,t) - vo,to)1p,t;

fürallej e rumit 1 ( j S N-1, p € I( CC R"t{O}, t ) 0und r e [0, 1].

Äus den Eigenschaften (3.17) für XÜ) un.l f C) folgt mit der Voraussetzung an V und dem Lemma A.4

für alle f e rui rnit lBl < N-j-1 (man beachte, claß 6 < 5)

In$ nr(n,t,r)l S ciBt,x,i (1 + r)-t-o

für alle (p,t) e I( x R." und r € [0, 1].
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Zusammen mit (3.23) ergibt sich uach t\urveudung vou Lemma 4.2

lD; i<Bj(p,r,r), c,(p,t)> ,rrl s ci'.,t,x,.i (1 + t;-c(lrl) (g.2b)

für alle (p,t) e I{ x R.' uncl 7 € N! niit 0 S ltl < N-i-l., wobei

c(i) := max{ - 1 -6+ 1 -cr(i+j) -0 - 1)6, - 1 -6+ 1 -afi)-fi -l)6}
= a(i+j)-jd (0 <i <N-j-l),

da a monoton fallend ist.

Wieclerum mit Hilfe vou Lemma A.3 zeigt man unter Berücksichtigung von (3.22) und (3.17) mit f,0)

an Stelle rro,r XG) für alle (p,t) e It x R4 und 7 € Nf rnit 0 S ltl < N-j-1

lD; (\/-v) (pt + vpxc)(p,t,))l s ci,.',lt,x,.i (1 + t;d(lrl),

cl(i) := max{-i-o(i)+i, -1-a(1)+1-(i-1)6}
: max{-o(i), -a(1)*(i-1)6} (1 < i < N-j-1),

d(0) = -"(0) .

(3.26)

wobei

und

Wegen

ist

a(1) +(i-l)6>o(i)+iö
2"(i) (1 <i.N-t),

sodaßmit6<5
d(i):-o(i) (0<i<N-j-l)

folgt.

Ebenso läßt sich durch iterierte Anwenclung von (3.27)

a(i+j) +j6<o(i) (1 <j(N-1; 0<i<N-j-l) (3.28)

zeigen, so daß man für alle h,lultiindizes 7 niit 0 S lf l 1! N-j-l erhält:

a(i+1)+6<o1i+r)+ft
: o(i) (0 < i < N-2) (3.27)

lnl n0)1p,t)l s IDJ ].nr{p,,,"), c;(r,r)) ctrl * IDJ (v-V) (pt + Vofc)(p,,))l

s etrt,*,.i (i + 1,;c(lrl' ((o,r) € K x R*) .
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Mit einem Induktionsschluß zeigen wir uuu (3.23):

j : 1: Sei f e Nf mit 1 < ldl < N-1, dann erhalten wir mit LemmaA.4

In5 (x(t)(p,,) - i(t)(p,r))l < i 1o$ 1v-V)(ps)l ds
0

( clBl,*,0 (t + t;1-"(lol)

für alle (p,t) e K x Ra rnit einer positiven Iionst,aute ClBl,^,0, d"

a(i):6*V<6+(N-i)6<N6<1 (1<i<N-1)' (3'2e)

j ---* j+t: Sei (3.23) uncl damit auch (3.24), rvie ol>en gezeigt, für ein j < N-2 gültig. Dann ergibt

sich für alle Multiiudizes B rnit 1 S lpl S N-j-l

lDf lxci+tl(p,r) - i0*t)(p,t))t < i tof fr,0)(p,r)l a,
0

s clrl,^,j*r (1 + t;1-"(lBl+D-i6

für alle (p,t) e I{ x Ra, denn (3.28) iu Vcrbinclung rnit (3.29) liefett

c'(i+j) +jd < o(i) < 1 (1 <i SN-j-l; 0 <j <N-2).
I
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4. liquivalenz verschiedenartig modifzicrter Wcllcnoperatoren

4.L Eine verallgemeinerte Dxistenz- und Invarianzaussage

Wir sind jetzt in der Lage, den ersten }lauptsaiz clieser Arbeit zu formulieren und zu beweisen.

Satz 4.L:

Sein € N und 8,6 e (,*,i) nrit6<-6.

Gegeben seien ein, zulässiges Potenlial V ntit der Eigenschafl, daß (fl0 * V) I y(R") eine selbst-

adjungierte Fortselzung H besitzl, und zwei Zerlegutgen uon V

ll:VS*Vp V:Vs*Vt

in der Art, d,aß V7 und, f p langreichweitige C"- Potentiale mit Abfallerponenten 6,6 sinrl und rlie

Differenz iler kurzreich'weitigen Anteile V s untl Vs frir alle a € Nfi rnit lal < 1[-1, If = [ä],

lD"(v s- rsxr)l s cs (1 + lrl)-rdr-d(lal) (r e R') (4.1)

miteinerl(onstanten Cs )0 undo(i) > r*V (0 < r< lr-1) genüst.

Seien X und. X C"- Modl|lkaloren bzgl. V7 bzw. il 7, dunn erislieren sowohl die mit X als auch die mit

X mod,ifizierten WellenoperaToren, W1 bzw. fil s tmd es gibt uniläre Operatoren Ut in L2(R1'), so daß

silt:

vi/+: WxUx. e.2)

Beweis: In einem ersten Berveisschrift zeigen rvir, cltlß sich die Existenz der mit X und f modifizierten

Wellenoperatoren gegenseitig bedingt uud (a.2) elfüllt ist, sofern einer der beteiligten Wellenoperatoren

existiert.

Nach Korollar 2.2 genügt es dazu nachzuweiseu, daß rnit Y := X - X ,41_V{n,t) für alle

p e Rnti0) existiert.

Sei p € R't\{Oi, dann gibt es ein K cc Rrlq{0} rnit p € K, so daß mit

g(p,s) :- ps * VpX(p,s),

E(p,s) :: ps * VpX(p,s) ((p,r) e K x R1)

für alle t' > t > Tf.:= max{T6, T*} gitt,
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wobei

und

ln(p,t)l : ;ftx1p,t) - Vr_(e(p,r))l S Cx t-1-6r (p e K, t t t*)

In(p,t)l : ;f,rx1p,t; - ir.{s1n,t))l < öx t-1-}' (p e K, r > f*)

gelten. Zu einem vorgegebenen e ) 0 gibt es claher ein Tf1.. ) max{l, tfa}, so daß für alle

t'>t)Tl,.gilr:
1-

J (lR(p,.)l + lR(p,s)l) d' S 5 .

Um den ersten Summanden in (a.3) abzuschä.tzen, nchmen wir die j-fach iterierten Modifikationsterme

XÜ) br*. i0) Ueztigtich V,- bzrv. V. zu llilfe uncl scl,zen für alle j € No mit j ( rc

8.;(R,s) :- Ps * Voxo)(P,s),

d.;h,r) :- Ps * vof 0)(P,r) ((P,r) e K x Ra) .

Dazu ist zu bemerlien, daß rvir ohue Beschränhung der Allgemeinheit annehmen dürfen, daß |, * e N,

was nach Bemerkung 3.2 ii) ohr:e weiteres möglich ist.

SeinunN:=[]] undtr4,=[*],dannistN>I\,I\vegen6<6,undwirerhaltenfüralles€R+

lvr_(e(p,.)) - Vr(g(p,s))l

< lVr-(s(p,r)) - Vr_(eN_1(n,r))l + lVr_(gr,,r_r(p,r)) - Vr_(Erv_r(p,r))l

+ li/r_(Er.r-r(p,')) - Vr_(ev-r(p,s))l + lVu(6H,r-r(p,')) - Vr_(E(p,'))l . (4.4)

Der erste und der letzte Summa.ud auf cler rccht,eu Scite der vorangegangenen Ungleichung (a.a) ist

Lemma 3.7 zufolge bezüglich s in t l((tt, oo)), da (N+l)d ) 1 uncl (M+l)d > 1.

Setzt man

ä0)(p,r) ,: Vr-(e.i(p,s)) - Vr-(Ä.i-r(p,r)),

so ergibt sich für den dritten Surnmanden iu (4.4) durch Anwendung von Lemma 3.4 im Fall N > M
(wo überhaupt nur eiu solcher Summancl auftritt)

lY(p,t') - Y(p,r)l : li (r'rte(p,')) - Vr_(e(p,')) * R(p,s)- n1p,';) a';

tt trl

S ,[ lvr_(g(p,')) - Vr(g(p,s))l ds + J lR(p,.) * fr.(p,s)l ds, (4.3)
++



lVr-(eN-r(p,r)) - Vr-(erv-r(p,r))l < ts In0)(0,,)lj:M

s y ö0.^., (1 + s;-r-; (s e Ra).
i:M

Da nun Vr_- Vr_ - i/s- 1r, die Voraussetzur.rg von Lemma 3.8 erfüllt, hat man schließlich für alle

s)0
lvr_(eN_r(p,s)) - V;(85-1(r,'))l < eo,^,*-, (1 + s)-p,

1wobei p:6 + * + (N-l)d > (N+l)d > 1.

Somitist(Vsog-Vloexp,.)€L1((0,oo))urrclesgibteinTf{,u)0,sodaßfürallet'>t>Tf{,.

tt

i [r,.(e(p,')) - Vr_(E(p,s))l ds < fi

gilt. Die Existenz uot ,-Itl_Y(p,t) zeigt tnau in analoger Art und Weise.

Der zweite Beweisschritt lvird nun clarin bestehen, die Existenz der mit X modifizierten Wellen-

operatoren W1 na.cirzurveisen,

Dazu zerlegen wir gemäß Letlura 1.1.S

VL:Vs*V1,

wobei V1 der Voraussetzung 1,17 mit Ao = N genägL, rvas möglich ist, da Vre C"(Rn) C CNlmn; itt.

Zutrs gibt es uach Satz 1.19 ein X e C-1R't x R, R), das infolge der Eigenschaften (1.18) und (1.19)

ein CN- I\4odifikator bezüglich Vs cla.rsLcllt, für clen nach Satz 1.20 die Existenz der mit X modifizier-

ten Wellenoperatolcn W1 gesichert ist.

Die Differenz V, der liurzreichweitigen Anteile del Zcrlcgunger

V:Vs*V1, V=Vs+Vr+V,

erfüllt nach Lemrna 1.18 die Vora,ussetzung cliescs Satzes, so daß mit dem im ersten Schritt Bewiesenen

und der Tatsache, claß cler C'- l4odilikatol X auch ein CN- trtodifikator ist, die Existenz der mit X

modifizierten Wellenopera,toren \\r1 aus der llxist,enz von W* folgt.

Wencleü man diese Schlußweise ein q'eiteres itla.l a,uf X und X u,n, erhält man schließlich auch die

Existenz der rnit f, rnodifizierten Wcllenolreral,oreu \,V1 und die Gültigkeit von (4.2).
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4.2 Ein Existenzbeweis für die mit iteriertcn Modifikntionstermen gebildeten Wellenoperatoren

Als eine erste Anwenduug des Satzes 4.1 zeigen rvil die Existenz der mit iterierten Modifikationstermen

hinreichend hoher Iterationsstufe gebildeten Wellenoperatoren.

Korollar 4.2:

Sei V ein zulässiges Polenlial, so daß (flo + V) [ y(R") eine selbstadjungierle Fortsetzung H besitzt

und der langreichweitige Anteil V, e Cti ntil einent, Abfallexponenlen 6, t uersehen ist, derart

daßN.=lil+lsitt.
Dann eaistieren die mil. X(il un,il X? m.orlifizierten Wellenoperatoren W bzw. fir? fur
j = N, ... , n un,d es gilt für alle l, m, € N trrtil Ar ( nr I l1 rc

fi'(! : fry (4.b)

w'? = w{ü r!''t), (4.0)

m,it f{,'ru,: o-r(r-nt''')(') t,) (, € ,z(R?})), wobeifur aue p €Rn1{0} sin:

t''')(o) '=T( vT1ts * vox('-t)(p, s)) - v/rs * Yrv@-t)1p,r;;) ar. @l)

Beweisz Die Dxisteu, uon \\t!) Urw. W!) folgt unrnittelbar aus Satz 4.I und Lemma 3.3

die, wie in Bemerkung 3.5 ausgeführt, implizieren, .laß XÜ) br*. X$) für alle j e ru mit N

Ca-i+1- N4odifiliatoren bezüglich !.- bilden.

Bleiben noch die Beziehungen (4.5) und (4.6) zu zeigen. Seien l, m € N mit N ( m

p e Rnt{O} und e ) 0. Dann gibt es ein I( Cc R'rt{0} mit p € I(, so daß mit Lemma 3.3

lx!')(p,t) - x!'")(p,r) | s 'il l*!'*t)(p,t) - x!')(p,t)l
i:trr

l-1
< 'i ao,*,i (1 + 16;;r-(i+tlo

#n' n,gpT-rco,*,i' rl;.('*')'

€

bzw. 3.4,

( j < 
^

(l(r,

für alle ltl > Tx,. ) 1 gilt, u'obei T*,, s'egen (rr"r+l)d > (N+l)d ) t hinreichend groß gewählt



|<'l

werden kann. Damit ist

tli*(x!u(p,t) -x!"')1p,t;) :o (ne Rn1{01;

gezeigt, was mit (2.7) und (2.8) in Satz 2.I (4.5) elgibt.

Zum Nachweis von (4.6) genügt cs (fär t > 0) mib F := nftt't;

,Ig*(x{r)(p't) - x('"){o,t)) : F(p) (p e Rn1{0})

zu zeigen, vorausgesetzt F ist durch (4.7) wohldefiuicrt. Da aber nach Lemma 3.4 (mit den dortigen Be-

zeichnungen)R(')(p,.;e1,1110,,>c,)) fiirallep€I(CCm'tt{O}undalleieNmitN<i(rc,ist

l-1 m
lr(p)l S ä { lR(i)(p,*)l cls ( oo (n e Rn1{01; .

Sei p € K CC n'tt{0} und e ) 0. Dann ist

lx(')(p,t) - x('")1p,t) - r(p)l :1f(vr1nr + vox(r-r)(p,r)) - vr-(p. * vo)1(m-r)1p,r;;)ar;

,-]. * /:\
a 

,=T" 
f ;n(i)1p,,;1 a,

<6

für alle t > Tl.. , wo Tf1.. ) 0 genügencl groß geu'ählt ist.

Beispiel 4.3:

Wir wollen noch einmal clcn Fall cles oszillicrrenclen Coulomb - Potentials Voc(*) : t!,ffD
(x e R31{0i, p € (0, 1)), clas, r,vie wir in Bcispiel 1.21 gesehen hatten, für 0 ( p <t ein zulässiges

Potential ist, untersuchen. Dabei folgen rvir cler Volgehensrveise in Beispiel 3.6, wo wir die Existenz ge-

wisser modifizierter Wellenoperatoren ftir cla,s Coulomb - Potential nachweisen konnten.

Wir zerlegen Voc = Vos * V9; rvie in Beispiel 1.21 in einen kurzreichweitigen Anteil Vgg und ein

Vol€ C* mit Vor_(*) = Voc(x) für alle l"l > 2, so claß zu jedem rc € N ein C" ) 0 existiert mit

lD'voL(x)l < c, (1 + lxl)-l"l-(l-ldlp)

für alle Multiindizes a mit lal ( rc .

I

(x e R3)



Um sicherzustellen, daß V6g ein langreichrveitigcs C"- Potential mit Abfallexponent 6 ;' ,*r! darstellt,

müssenwir(l-rcp)>#,.1.h.p<#fordern.\{/älilenrvireinp€R\Qmitp(F(;}1,soist
für alle a € Nf mit lol < n

lD" vo;(x)l < C^ (1 + lxl)-l"l-(t-rz) (x e R3)

und Korollar 4.2 liefert die Existenz cler mit clen iterierten Moclifikationstermen X$)6 modifizierten

Wellenoperatoren für alle j - t;f,7], ... , ti.

Im Fall p < rexistieren also insbesonclere die mit X$| modifizierten Wellenoperatoren, wobei

xSl(p,t) :: i tror(ps) cls ((p,t) € R3x R)
0

gilt. Somit erhält rnan für alle p € m3t{0} un<l ltl > fr
/r \ 2/lpl I sin((1p;s)p) ,^Xi"{(p,t) : J \ro'(p*) ds +_ J ,ff ar.

0 z /lpl

Iteriert man direl<t an Vg6, u'tr,s rnöglich ist, cla, V9a stetig in den Nullpunkt fortgesetzt werden kann,

Xes(R,r) ': fr f 
g$t o' ,

so ergibt sich, verglichen mit X$|,

x$l(o,r) - Xe6(p,t) : ü(p) (p e R31{0}, ltl > fr)

mit einer von t unabhängigen, reellwertigeu Funlition r/. Nach Korollar 2.2 existieren demzufolge auch

die mit Xoa modi{izierten Wellenoperatoreu und \,vegen

Iinr X.,.(p,r) - . lirn 1 j. sin((lrt'p' 
0,

t+*N v!\r ' ' t- +- lpl ö

.*NI I SlIlT ,.r-
plPl 6

-11r (lpl *o)- -2phrl

folgt mit Satz 2.3 die Existeuz der gervöhnlichcn \4/cllenoperatoren.



Außerdem läßt sich zeigen, claß für jedes u € 9(R3), u + 0

rc _itII^

"f 
llvoc "'""uull clt : oo (to € R)

t0

gilt, so daß die l\{ethode von Cooli in cliesenr }-alle uic,ht anrvendbar ist. (vgl. Alsholm [1]) E

4.3 Eine allgemeine Existenz- und Invarianzilussagc bczüglich zeitabhängiger Modifikatoren

Als eine letzte Verallgemeinerung der in Satz 4.1 ge\\'onnenen Aussage wollen wir jetzt die dort ge-

machten Voraussetzungen clahingehend abschwächen, daß wir an die Differenz der kurzreichweitigen

Anteile Vg und Vg zlveier Zerlegungen eines zulä,ssigen Potentials keine zusätzlichen Bedingungen

mehr stellen. Wäre nämlich z.B.

(Vs - vsX") : vo(x) :: (1 * lxl)-1(log(lxl + z))-'-" (x e Rn)

mit a ) 0, so ließe sich zeigen, claß V" kurzreichl'citig ir-n Sinne der Definition 1.1 ist, aber

lDCI v"(x)l < C" (1 * l.xl)-ror-tflog(lxl + 2))-1-o

für alle a € N3 gilt und (4.1) nicht er{iillbar ist.

Die Beweismethode des folgenden Sa,tzes ist der Arbeit von Hörmander entnommen ([6], vgl. Theorem

3.10) und beruht auf cler Beobachtung, claß clie Dil'f'clenz Y := X - f zweier C*- Modifikatoren X und

t einer quasilinearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung genügt.

Wir werden darauf aufbauend zeigen, daß Y({s(. ),t) auf der Schar der Charakteristiken {€t}t>to
dieser Differentialgleichung eineu Grenzrvcrl [ür t * oo in Llo" besitzt. Ein genaues Studium der

Charakteristiken {1 wircl uns cla.nn in die Lage versctzen, zu folgern, d.ß 
"dY(''') 

lokrl dem Maße nach

konvergent ist uncl clamit clie in Satz 2.1 angegebene hinleichende Bedingung für die Aquivalenz der

mit X und f modifizierten \Vellcnoperatoren hinsichilich ihrer Existenz und Vollständigkeit erfüllt.
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Satz 4.4:

Gegeben seien. ein zulässiges Polential V untl zuei Zerlegu.ngen' desselben

V=Vs+VL, V:Vs* VL,

derart rlaß Vg untl V s kurzreiclnueitig sind wd für ein.e nalürliche Zahl n ) 2 die langreichweitigen

Anteile Vp V 7 € C"(R") nrit Ahfallet:ltonenlen 6, 6 e (0,1) uersehen sind.

Sind. mit X und rt zeitabh.än.gige C*- A,todifikaLoren bezüglich VL bzw. t y gegeben und besitzt

(äo * V) | y(R") ein,e selbstarljungierle Forlselzurt"g II, so eristieren

lVt - ''-li" 'itll e-itilo-ixt'
l+ t€

.i

It n - ''-li'n 'itfl e-il'Ilo-ix t 

'l+*cü

und es gibt unitäre Operaloren LIr in L2(R"), so duß

l,v 
-l,l/ 

flrr * - 
rrlul

silt.

Beweis: Sei Y := X - X. Dann gilt für allc (p,t) € Rrr x R1

ff{n,,): vr(pt * VpX(p,t)) - Vr-(pt + voXlp.t)) + n(p,t; - fl.(p,t)

= vr(pt * vpx(p,t)) - v1(pt * vo,t(p,t)) + v.(pt + voX(p,t)) - Vr-(pt + vpi(p,t))

* R(p,t) - R(t,,t)
I.: J <VVL(pi * rVoX(p,t) * (1-r)VpX(p,t)), VpY(p,t)> dr
U

+ (VL-VLXpt + VoX(p,t)) + (R-R)(p,t) .

Setzt manfür alle p € R't, t ) 0 uucl r € [0, 1]

h(p,t,r) :: pt * rVpX(p,ü) + (1-r)Vpt(p,t)
1

b(p,t) :: J Vv(h(p,t,r)) dr (4.8)

a(p,t) :- (VL-VLXh(p,t,0)) + (R-fr,Xp,t) ,
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so zeigt sich, daß Y die qua.silineare partielle Diffcrent,ialgleichur:g 1. Ordnung

A\/ ,

fi(n,t) : <b(p,t), VpY(p,t)> * a(p,t)

erfüllt.

li,hnli"h wie im Beweis zurn Lemrna 3.3 erhalten rvir: durch Anwendung von Lemma A.4 aus den Eigen-

sclraften (2.25) für X uncl i uncl cler Vora,ussetzung a,n V1€ C" C C2

lDfi b(p,r)l < cx (t * t;-t-d ((p,t) € K x R1)

für jedes beliebige Kompaktum K c'Rr11{0} und alle o € N3 mit lal < 1.

Wir fassen das Ergebnis des 1. Bevveisschlitts zttsatlrttelt:

E Y := X - X erfüttt fur alle (p,t) e R" x Ra

ffiO,tl: <b(p,t), Y.pY(p,t)> * a(p,t), (4.e)

wo a e C'r(Rn x Ra, R) und b € Cr6R" x R*, R) wie in (4.8) definiert sind und es zu jedem Kompaktum

K c R"1f0] eine positive Konstante CK gibt, so daß

loi b(p,t) < Cx G * t)-t-o

für alle Multiindizes a mit lal 3 L und (p,t) e K x Ra.

(4.10)

Im nächsten Schritt zeigen rvir:

E Seien K CC m"t{0] und K, Cc R"q{0} mit K, c k. Drrn gibt es ein T6 ) 0, so daß zu iedem

\ € Kt und jedem to ) To eine auf fts, x) maxintal fortgesetzte, eindeutige Lösungskurv" rltr,t0 ro,

p = -b(p,t)

mit (tr1oftil - q existiert, derart daß 4.,r,to!) e f< n, alle t ) to gilt, d. h. genauer ist

(4.11)

lrl,r,rStl- ,l'r1oftill 3 jirr{l*- yllxe K,,ye öK}: (a.n)

Da b(p,t) wegen (4.10) einer bcztiglich p € I( globalcn Lipschitzbeclingung in G := ft x n* genügt,

existiert zu jedern (rlo,to) € G eine na,xin:al foltgesetzte, eindeutige Lösung ry' von (4.11) auf
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o
I( x (to, T) mit ü(to) = ?o € Kr. Angenommen cs sei T ( oo, so gäbe es eine Folge {tn} C (to, T)

mit _lim ts1 = T und .-lirn ü(tn) € äl(, im \\'iderspnrch zun+@ " l1 +6 '"'

l,/(ü) - d,(ro)l s J lb(tl,(s),s)l ds
19

5 öx(t * To)-o

< $ int {l*-yl lx e I(1, y e dK}

für alle t ) to ) T6, sofern T9 hinreichencl groß gen'ä.hlt ist.

p Seien K,Klundrb,T,to,Towiein@gegeben,danngibteseinT6)Te,sodaßfüralletllo

o
(1 :K,* ft

n*rb,(t).n,1 0,,

ein CL- Diffeomorphismus von k, auf (1(k ) ist und fur alle t ) i6 gilt:

sup {lDfi (t,(,ü - üll rt € Kt, lal = $ < } : (4.13)

Die Lösungen üz,ro von (4.11) sincl auf (to, oo) nach ihr:en Anfangswerten 4 € ft1 stetig differenzier-

bar, was im weseutlichen aus b e Cl folgt, (vgl. \\/alter [14], $13, Satz X). Außerdem lassen sich

Dirh,t,trstetig auf K1 fortsetzen (l"l S 1), so claß {1 e Cl1X; für alle t ) To.

Wegen (a.10) gibt es ein T[ ) 0, so <laß fiir alle t > T[

t
0t;= ruo U, lDff b(p,s)l ds In e K, lol = U < 

ä

gilt. Sei nun t ) [o := max{To, T6 }, so ist na,ch Anrvenclung der I{ettenregel für lol = 1

nfr (€t('?) - r) - Dä ({t('r) - €io(,i))

T

= - J Dä b({,('r),') (D; (€r('r) - q) + Dff 7) ds ,
l6

sup {lDff (€t(,r) - ?)l l17 € I(1, lcl = 1} t #r.L.

so daß folgt:
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oo
Sei 17 € I(1 und U.(r7) C I(1. Dann folgt rnit clern fi,li[telvvertsatz und (4.13) für alle i eUr(rt)

und somit

was zusammengeDomlllen

ergibt. €1 ist also injektiv und lvegerr (4.13) bcsitzl {1 lokal süetig differenzierbare Umkehrabbildungen.

@ (, konvergiert fur f*oo in der CI- Topologie gegen einen Ct- Diffeomorphismus t*, so daß

It*\ü-?l < $inr11r-vll*e K1,!eoK] (4.14)

fur alle 11 e Kt gilt:

Sei t' > t ) is, clann gilt wegen (a.10) und (a.13)

ll€r,- €tll : D sup lD"((*,(,i) - {t(tl))l- lal<l atKl

r' tt( sup Jlb({'('i).')l ds * sup lDfr J b({5(7),s) dsl
a€Ky i i,"r,5l t

S Öx (1 + t)-6 + lrup-lDfi b(p,s)l .sup lDf, €.(a)l d,
t iliS i'"',51

]l

< öx (1 * io)-o + .9 c* i (t * ,)-'-6 ds

SC(1*io)-,,

so daß wegen der Vollstäncligkeit vou C1 eiu {* € C1(I(1) existiert mit

l€t(r) - €t(tr) - ('7 - ?)l s*lrt - 11 ,

ln - ,tl - l€t(,r) - (t(r)l slln - nl ,

LV, - ril S l€t(,r) - €t(,r)l sltn - nl

,h ll€,- {-llct : o'
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Darüberhinaus ist für alle 4 € K1, lol < 1

lDfr (€-('7) - ?)l s lofl ((-(ry) - €t(,r))l + lDfr (€t('r) - a)l

< ll€*- (tll + lDä (€t(rr) - ?)l'

so daß für lal : I

gilt. Mit den gleichen Argumenten lvie in E läßt sich folgern, daß {- ein Cl- Diffeomorphismus ist

und für lal = O ist wegen (4.12)

l€-('r) - ?l < ll{*- €tll + | irrf {l* - yl lx e I{1,v e äK}

und damit (4.14) erfüllt.

E F" gibt ein T, ) io,so daß für alle t ) Tt

stetig differenzierbar ist und fur alle rt e f{ t und t } T1

ldetDagll>co>0: (4.15)

Sei 4 € Kr und lol ( 1, so ist

lnä (et(,r) - 4)l S lDi ({t(,r) - ?/)l + | loä tvrX(€t(a),t))l .

Naclr Voraussetzung an ,{ gilt {iir alle p ( I(, l/l :2

luf x1p,t)l S cr (t * i)'-6,

6

so daß für alle r/ € Kr uncl a,lle t ) T1, r'obei T1 hinreichend groß gewählt ist, gilt:

lnfr ((-(,?) - ,il < t

P1:K1+ft
1-q,- (1(1) + iv€xGIü,t)
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lptT) -,71 < l{t(,r) - 'rl + tlv€x({t(?),t)l

. ä-Ll{rtl* - vl lv e äK} * 6 (1 t t)1-;

. ä"l',{rttx - yl lv e aK}.

Dasbedeutet, daß pt(üeI? ftirallet>11, ? € Ii1 unclclemzufolgeist p1 fürallet)Tr >i,
wohldefiniert. Tt wähleu u'ir uuu so, da,ß für lal = I uttd alle t ) T1

Infr (et('r) - 'l)l s ä * t ;|R In6 x(p,t)l '*un,lof €t(z)l

I Bl=z lP l=r

'l+$e0-P'-;

und mithin (4.i5) gilt.

@ Seien K, Ks, Kt CC m"t{0} mit K6 c f(, ,nd X, c R. Dann gibt es ein Y* e tl(X) m;t

Y(e I.),t) 
=: 

Y*,
L'(I\0)

wobei (1 wie in @ definiert ist:

Die Gleichung (a.9) nimmt jctzt für r7 € ltl, t ) io clie Gestalt

(4.16)

anundesgenügtzuzeigen,cla.ßeszujecleme)0ciuTu)[ogibt,clerartdaßfürallet')t)T.

.f ly(€r,(,i),t') - y({t(,r),t)l .Iry S / i ltrr- Vrl (€.(l) s + Vef,(€"(a),s)) dsda
Ko - Kol

+ I I lri - Rl ({5(a),s) ds da e.I7)
Ko1

.ä ('re rir)

* "({r(r),t) 
: u(4t('r),r)

<e.
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Der zweite Surnmancl in (a.17) läßt sich leicht für'Lriureichencl große tt ) t beliebig klein machen, da

für alle p € K cc R'11{0} nach Volaussctzung [l,(p,t,) - O(lt;-1-6r; bzw. fr,(p,t) = O(ltl-t-;r) für

Itl*m mit 6r, 5, > 0 und nach tr {.(,t) € It für' allc 4 € I{e und s > ie gilt.

Zur Abschätzung des ersten Summa,ncleu in (4.17) gcnügt es wegen V1- - Vr_ - Vs - Vg und mit

den in pl eingeführten Bezeichtlurlgen

c\c

"t J' (lvs(et(,i) t)l * lvs(pt(t) t)l) dt dr7 ( oo (4.18)
KoTr

zu zeigen.

Wegen (a.15) ist p1 fiir alle t ) T, lolial invcrll,itrlbar', d. h. zu jeclem I € ftr gibt es eine offene

Umgebuug U, C Iir, clcrtrrt claß 9s iUa cin C1- l)iffcomorphisrrus ist. Da U. Un ) Ks eine offene

Überdeckung von K6 ist, n€Kr

enthält cliese nach lleine-Bolcl eine crrclliche 'l.'cilüberclecliung *o ar.,U.rUn, und 91(U1r) C ft
(1 <i(r;tlT1).
Im Hinblick auf (4.18) können 'n'ir nun urit lIill'e clcr Transfounationsformel abschätzen:

'-@ ^ I
< C: .,Jr,(ri) j (,[ lvs(xt)l'dx)z 46 .

1K

Da Vg kurzreichweitig ist, gibt es nach Dcfirrit,iorr 1,1 für fast alle y € Rn eine Umgebung Ü, C Rn

mit

T U l,'.(tx;1' a*;ä dt < m,uv

und U Üy (N Nulhnenge) ist für je<les Iionrpaliturn Ii c Rr11{0} eine offene Überdeckung,
YE RN\N

aus der wiederurn eine enclliche Teilülxrclecliung U Üy, ) K ausgewählt werden kann, so daß
lSiSf

>c^1irc1
| 11 1r,r1*r)l'a*;i.ti < D .f (.f lvs(xt)12 dx)- 41 . *
1 K i=1 lÜvl

gilt. Mit Vg verfährt nlan genauso, so daß insgcsamt, die Gültigkeit von (a.18) folgt.

/ T lrrr(ot(,r) t)l clt cla < i .I T lvr(r,(a) t)l dt dr7

KoTr i=1 Ua,T1

froo
< I * / J lvs(e,(,r) t)l ldet Docp,l dt d7

;-1 v | | Tvn. I I

< * T .f lvs(xt)l dx dt
"1K
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fl Seien K, K6, K, Kompakta wie in@ gewählt und {* der CI- Limes von (1 auf Kl gemäß@, dann gilt

mit K, := Q(K), K* := €*(Ko)

,r,t-lY(P't) - Y*o q{fu) dP ''\ o 
'

Da {1 für alle t ) Ig ein CI- Diffeomorphismus a.uf li, ist, erhält man mit der Transformationsformel

/ ly(p,t) - Y*(€fl(p))l dp : / lY({,(rt),t) - v-('l)l ldet Da{11 d4
Kr Kn

. i (4.1e)

fürjedese)0undallet)Tr,rvobci T.>:11 )i,egcnräß@hinreichendgroßgewähltist.

Für alle p € Koo o I(1 ist

l€J(p) - ft1(p)l : l{J(€t(,7)) - €J(€-(r))l

+ Q gleichrnäßig für t --+ oo,

da {, * €- gleichrnäßig für t + oo uncl {j I lto, gleichmäßig stetig ist. (K- ist als stetiges Bild

des Kompaktums I(o hornpalit.)

z'Y* € Ll(Ko) u'cl e > 0 gibt es ein Y- € co(lio) rnit llY- -Y-llr_, affiä, so daß mit

(4.1e)

t lY(p,t) - Y-(€J(p))l ap S I (lY(p,r) - Y*o (f1(p)l + l(Y--V*) " €t1(p)l) dp
K1nK6 K1nK6s

+ I (lY""o (€il - eJltplt + l(Y*-v-) . €-r(p)l) dp
K r nKc*)

.tr , * 
*,Jn*l\-.-o 

({i1 - e;1Xp)l ap

(e

für alle t > f. ) T6, wobei tu genügencl gloß gcrr,ä.hlt ist, was rnöglich ist , da €ft * {J Sleich-

mäßig auf I(- O K1 für t + oor u'ie oben gczcigl,, urrcl Y* auf I{g gleichmäßig stetig ist.
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E Fürjedeso)0ist

,, i(1,(p,t) - 1'*(e*(p)))
,!I\t"tp € K- lls''-"''' 'rvtroo\r/// - 1l> "]:0 : (4.20)

Aus fl folgt, da clie Ll- I(onvergenz die I(onvergenz clem [{aße nach impliziert,

1$; rtn € I(- | lY(p,t) - Y*o eJ(p)l x6*n6,(n) ) a) - 0 (4.21)

fürjedes o ) 0.

Nun gilt für eine Folge meßbarer Funktionen f.: R'r f U --* R, die für t -r oo dem Maße nach gegen

eine meßbare Funktion f*: U * R lionvergiert, cltr.ß u.u.l, "if' 
r----+o 

uifco gilt, denn für alle o e (0,2)

folgt mit o/ '= ur""o, O - $ aus lf1(p) - f-(p)l < o'

;.i(rt(o) 
- r-(p)) 

- rf < 2 (1 - .o, o,) : o2 .

Somit ergibt sicl"r aus (4.21) für alle o ) 0

,lita l{n € I(- l1"i(Y(o't) - 
Yoco €3(p)) - 1l 

"^-n^,(l) 
> r} :0 . (4.22)

Des weiteren gibt es zu jcclcm e ) 0 ein T. € R+, so da,ß für alle t > T. gilt:

p(Ii-q(Ii*nIi1))<e. (4.23)

Angenommen (a.23) gelte nicht, clann gäbe es eine lrolge {t,.t} C R.' mit nl$;tn - oo und ein e ) 0,

so daß p(K*1(I{"" n I(t,,)) ) e für alle n € N n'äre.

Mithingäbeeseinp € I{*r-nibUr(p) c i(*liirein p ) 0undUp(p) 11 Kt,,:0 (n € Nl),imWider-

spruch dazu, daß ein q € I(s existiert mit p - {*(p) = 
'$l{t(tl) 

.

Sei nun e ) 0 und a ) 0, so folgt aus (4.22) uncl (4.23) die Existenz eines Te,o ) 0, so daß für alle

t > T.," gilt:

p{p e K- l;ui(v(o,t) - Y*o €J(p)) - tl > o}

< p{p € K-11"i(v(n,t) -Y-o {J(p)) - 1l x*_n^,(n) > o} +2p(K-1(I(- n Kt))

(e.
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g IJm den Beweis des Satzes (für t) 0) zu Ende zu führen, ist es nach Satz 2.1 hinreichend, zu zeigen,

daß es eine meßbare Funktion F auf R" mitlFl - I fast überall gibt, so daß

,\; r,{n € Klle;\'(t'') - rb)l ) a} - s

für alle o ) 0 und jedes K CC R"1{O} g;tt:

(4.24)

(4.25)

(4.26)

SeiBeCBlC...CB, C...eineFolgevonKonrpalitarnitB, aB.i*rcft6€No)undUrBr>K.

Dann gibt es zu jeclem j e N ein VlJ e L1(Bj-1) urrcl eine C1- invertierbare Abbildong 6$, B. * fts,

so daß mit A.; := {$(Bj-r) c ft

p{p e Ä, | ;"i(vro,t) - 
yg)o te!1))-'tp)) - rl > a1t3 s

für alle j e ru und a ) 0 gilt.

Wegen (a.la) gilt außerclern für a,lle rl € B,

l({g - ia)(,r)l < } int {l* - vl lx e B.;, y e äK}

+S (.i * oo),

d. h. es gitt 1$ * id in C(Ii) 1'üri - cr), wenrr rn"n {$ für alle j e N stetigauf Kfortseüzt. Mit

dem gleichen Argurrent rvie in E Iäßt sich nun l:cgliinclcn, daß es zu jedem e ) 0 ein i. € Nl gibt, so

daß für alle i ) i. gilt:

Definiert man

p(i{1\) < e .

i v[j)o <sf)l-t<pl für p € A1,

e:(n),: 
{ 

"

iür p e K\Ai,

soistfüri,j e N

ci l(Ai n Aj) 1+' 
s1 I (A, n Aj) ,

da der Limes eiuer denr N,Iaße nach ltolrvelgenterr I'olge rneßltarer Funktionen bis auf eine Nullmenge
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eindeutig bestimmt ist. Darnit exisitiert für {äst a,llc p e I(

g(p) := .lim g;(p)
J+oo "

und g ist meßbar auf I(.

Führt man die l(onstmhtion einer solcbcn rneßl>aleu l.'unktion für jedes Kompaktum K, C Rn1{0}

einer Folge Kl C K2 C... ,,rtt 
,!*\: 

Rrt <l,rlc,lr, so erhält man eine Folge von meßbaren

Funktionen

f.,: R'' I Kj * C mit l[(p)l = 1 f.f.a. p € Kj

und

l*rf\'4'l|.\,

denn (4.25) uncl (4.26) ergel>on für alle o ) 0 un<li € N

,rg1 r{u e x., I l"iY(r''') - 1{n)l ) o} : 0 . (4.27)

Mir

F(p) := .lim f;(p) (f.f.a. p € Rn)
l+N J

erhalten wir das Gervüuschte, närnlich eine rricßbalc Funlition F auf Rr1 mit lFl - L f.ü., für die wegen

(4.27) und cler Ta,tsac.he, claß jeclcs K cc Rrlq{0} iu einem \^ für ein jq € N enthalten ist, die

Beziehung (a.2a) gilt.

r
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5. Zusamrncnftrsscndc llcrricrl<u nAcrr

Wir wolleu unscLe lJntclsuclrungcn miI zl'ci ,\urrrt'r'liurrgc'n bcscliließeu, von denen die erste den Aspekt

der Vollstäudigkcit irn ltahnrc.n der gcrl'oilucnclr lllgcbrrissrr l>clcuchten soll, während wir in einer

zlveiten, resürnicrendcn llcrrcr'lirrng no<:h cirrrnal clas ciugaugs aufgelvorfene Problem der Unbestimmt-

heit der modifizicr tcn \\rcllcnopcratotclt arrlglcil'en u'ol lr'tt.

Unter Bezugnahme a.u['cine;\ussa.gc iilrcl tlic \ir.rllstii rrdiglieit modifizierter Wellenoperatoren vom

Ilörmander-Typ, n'ic sic irn 1. Iiirpitcl bct,r'acrhLc:t rrulclcn, lasseu sich die Sätze des vorigen Kapitels

unter leicht verschär'[t;cn \/olaussctzungcn aut:lr auf die \ro]lständigkeit ausdehnen. Mit Hilfe

stationä.rer llethodcrr zciglc rrürniich liit,lrla [1tt]. tlal.] filr cin zulässiges Potential V = Vs * V1,

wobei lVr(x)l S Cs (l+lxl)-1-i urirl \i1 clic \/ot';rttssctzung 1.17 mit Ko = 3 und 6s - 6 e (0, 1) er-

füllt, dic nrit eiucr genriifS Satz 1.19 c\isjti(rfcrr(l('rr (l-- Lösung X der llarnilton-Jacobi Gleichung

modifizierten \\/ellcnopci'at,ofcn \\/* r'ollstiirrtlig sirrI.

Ist nun fiir r.; ) 3 c'irr zcit,ablr;:i rgigcr' (-1"- \lu.lilikllul X bezüglich eines langreichweitigen

C^- Potentials V1 cirrt,L Zt:LllgLrrrg \J = \is + \"L !l('gcl)cn, so existiert infolge der Ergebnisse des

4. I(apitels clcr nrit * r'uoclillzicltc \\rcllernopt'firt,r,r'\\'* urrrl <lic \\rertebereiche von W1 und W1 sind

gleich (bzgl. dcs glc'iclicrr \rorzcichcns), so rlalJ rl;rs llttstrltat vou I(itada in diesern Falle auch die

Vollstäntliglicit, vorr fi'n irrrplizicrt.

Vorn rua.tliernatischen Starrrll>uukt, aus ri'ir'It clitr iinlrt'st,irullrt,heit der Wellenoperatoren die Frage auf,

ob zlvei verschicdcna.rtig modifizicltc \\tcllcrropclirIolcr.r in clcr'\'Veise äquivalent siud, daß sich ihre

Existenz und Vollstündigkeit gcgcrnscitig lrcrlingcrr. Olrlrrt't rnau clie in dieser Arbeit entwickelten Er-

gebnisse in dicscrrr Zusanrrncnharrg ciu. so t-.r'gillt sir'lr lii r'.ie<lcs zulässige Potential V die Existenz einer

Aquivalerrzltlassc von \,\/ellcrropclatolcn, <lie allc <lic rrr<>clif'izicltcn \{Iellenoperatoren umfasst, die mit

zeita,bhängigen \'locli['iliatorcrr cincs lrirrlcicht:rrtl g,lirllt'n, langlr:icltn'eiligen Anteils von V und solchen

Funlitionen gebilclct n'r'Lrlt:u. rlit: si<:h vorr tlicscrr rrrrl aLr['cirrct' i\'[enge endlicheu Maßes unterscheiden.

Da die \\/cllcnopclat,ore'rr \\i1 sclbst rrichl <lilclit. rnii lrlrvsiltalischcn X'Ießgrößen in Verbindung stehen,

lvollcn lvir zur Bcrtla<:lrt,uug tlcr plrl'silialisi:lrcrrr ,\spr.lil,c clcr Nichteindeutigkeit den Streuoperator

S = WI.U/- untc.r'sirchcu. Zn'ci ii bcl vclsr:lrir,rlt,naltig rrroclifizielte Wellenoperatoren definierte

StreuoperatoLeu n'cLclcu n'ir clabci irLr plrl'silialist li,,rr Sirrrrt ücluivalent nel)nen, wenn sie identische

X'Ießlesulta.te vorliersagcn. lixist.cnz Lrnrl tlrritalit,üi <les Sl,r'cuopcltrtol's sind, physikalisch gesehen, sicher

unverzichtbtrrc \/olarrsst-'tzrrrrgcrr, so daß dio lrlr;'silialisch t'elevautett Aquivalenzklassen von

Streuoperatorell aus <lcrrr kolrcsPonclit:r'ernrlcrr Ii lls:t'n <lct' ittt ura.thetnatischen Sinne äquivalenten



Wellenopera.torerr hcrvolgchcn.

Ob man auf cliescr.n \\rcg tat,sii.chlich zrr r:incl lirirrll st,r'rrlit,rrliclten Iilasseneinteilung gelangt, hängt in

erster Linie von cler Gr'ölJc clcl zugmrrclcrgclcgt,cn \lt'ngu vrin Observablen ab. Je kleiner die Menge der

Observablcn ist, uur so gr:irßcrl wcLrlcu clic cntsplt'c lrcn<lt'rr Äcluivalenzklassen sein. In dem von uns

untersuchten, eingcsclrlünlil,cn Fall, dafJ siclr rlie \r'r'tl.t.t t,ittc-r Äcluivalenzlilasse von Wellenoperatoren

durch die tr'{ultipliltation cincs unitü,r'un Opclatols rrrtt'rsclrtriclcn und die zugehörigen Streuoperatoren

infolgedessen unitär ä<prii,alcnt sinci, n'ilcl nrilu \'flrnllt,crr, cla13 es sich hier auch um physikalisch

äquivalente Opet'ttl,oletr lranrlclt,.

Ein Incliz cla.für ist eine Grö13c, clic in Stlcncxl.rclirrrcrrtt'u g(.nlcsscrrl rvird, nämlich die Wahrscheinlich-

lieit ein gestreutes'I'eilclrctr iu cincnr Iicgcl Cl rrrit Slri{zc irn Punlit des Streuzeutrums wiederzufinden.

Dollard [5] zeigtc, claß dicscr \\'alrrsclrriirrlichlicil P({, (.:) filr cinen Anfangszustand f im Einfluß eines

Coulomb-artigen Strcuirotcntials, cltsscn Zcrrtlrrrrr urit clcur I(oordinatenursprung übereinstimmt,

gegeben isb clurch

P(f',(_l) : .f
C

l(Sl)"(t))12 (lp,

wobei

C:: {x € Rt l<\. n> > " l-rl}

für einen Dinhcitsvelit,or rI e [t3 urrcl cirr r.r € (0, l].

Für einen St,rcuopelal,o, S = firltl- = Ll ISU-, n., \\'r = \\r*flr, gelangt man somit zu derselben

Größe P(f, C), so <laß dic'Scaltcrirrg-'into-concs' lrolrrrt-l Lnrabhängig von der Wahl eines Repräsen-

tauteu de'r beziiglic,li Uuitüräquivalcnz gcbil<lcrtcrr [i]irsstn \,oll Streuoperatoren ist.

Die Frage, ob es zu jcclcrn zulüssigcrr Pot,cnt,ial gr'rrirrr cirrr: .,\cluivalenzlilasse von Streuoperatoren gibt,

bleibt off'cn und clic lh'gcbnissc irn Iall litrlzlciclrn,citigc-r: Potentiale, wo es einen ausgezeichneten

Reprä,sentanten, trüurlich clcrr rr.rit, clcn gt'ri'iihrrliclr..,rr \\'cllcrropcra.tolen gebildeten Streuoperator gibt,

lassen vclrnuten, cla.ß rilrnlichcs iLuch irn allgcrncincrr l:';rll gclt,cu liöunte.

trine Albcit von Isozalii rrncl lii{,acla [8], in dcL li.ristr,rrz trrrrl \lollstii,ndigheit eines neuen Typs von modi-

fizierten \,\rellenoPclat,olcn nrit, zcitrrrralrlriillgjg('r \[<:,rli['ikntolcn gczeigt tt'urden, lassen Fortschritte in

dern Studium dcr St,r'trtrampli{,uclc crltr,'nrrcn, <lic rri)glichcll'cisc Aufschluß darüber geben könnten, ob

es einen physilialisch ausgczcir:lrrrcr(,crr St,rerrolrr'r'arlor uilrt Lrrrcl il'r'nu in., r'r'elchen Bedingungen er genügen

rnü ßte.
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Anhang

In diesem Anhang werden die zur Abschä,tzung vou Äbieitungen des Produkts und der Hintereinander-

schaltung zweier Funlttionen benötigten Lenlmata fbrmuliert und bewiesen, sowie der Beweis von

Lemma 1.18 nachgetragen.

Lemma 4.1:

Seien.(IqR" offen,, I( c Ukon-rpaht ut,d[, g € C,'^'(ti, R)/üreinrc € N.

Angenornmen, es gebe zu jedent, A,[ultünder; tx, B nt.it 0 < lol, lgl S n posiliae l{onstanten Co, e p,

derart daß

la'l(e)l 5 C." (e € /fl (A.L)

und

lD?s(ülle6 (relfl (A.2)

gelte. Dann. ist ftr alle 7 € Nfi ruit 0 < lrl < "

ll"(1.yy1r1l < i:,' (r e 1Q ,

wobei Ö1 = 
"'lvtfftf=r-,r(c''e 

o1 '

Beweis: Um O?(f.g) füL l.yl ( rc abschätzen zu ltörrncu, benötigen wir die verallgemeinerte Produkt-

regel

n1(r'gxx) : t (;) n"tf.l D'-"e(*) , (4.4)
l"lslzl'

t -h. ; lal < l7l uncl 'r-o e N! rnit a! ': jl a;! für o e Nf,
wobei (l\,: I o!\'t-o)t i-i '

\ / [. 6 isottst,

Wir zeigen (A.4) durclt vollständige Ildulttion nach l7l:

lrl : 0: ist klar.

lrl * lrl+1: Sei lll =*( rc und er:=(61,.y,...,ä,,,j) e Nf, dann ist lf *e.;l =m*1 Src und

mit der Indulitionsannahrne crgibt sich

(/.3)



: D'j t (]) n"r1.r; D'-"e(*)
l"lslrl'

: D (l) (r'.' tr(x) o"+'r-t"*','r(*)
l"l<lrl'

+ D"f(x) ot"'i-"s(*))

o"t(x; or+'j-"g1x) -r D"f(x) Dt*'i-"g(*)

D"f(x) Dt*'i-"g(*)I
"lslr

l'yl = rn * 1' \4/cit,r:r'hin läßi sich

(A.5)

und einem einfachen

(]) : ,'''

gilt und demzufolge (4.3) sofort aus (.4.4)

Lemma 4.2:

Seien (I C Rn offen, I( C U kont,pakl rnd n: € N.

Gegeben seien weileiltin zuei, aon ein,ent Ttosili,uen reellen. Parameter t abltängige Funktionen

fi,9t € C*(U, R), so daß es zu jerlern X,fultiinde:n o', l] ntit 0 < lol, l0l < o positiae Konslanlen

Co, e B gibt, derart daß

70

p, '-r(f.gxx)

Wegen
/'v\
(."1r:/

folgt die Behauptung (4.4) für

Induktionsschluß zeigen, daß

oflt' + (tj*l-crj)tl
o!(7 * e.;- a)!

,.,({"t',) 
*+

1Sl

olv)

'r
'J

.l J

'-J^

("
1

)s(

D7

1<lol<lrl+

: D' '-Jf(x

+ f(x)

t
l"lslr

(r))

,(])

+(ä/: (':") ,

mit (4.5)

r
l"lslrl

folgi.

und

lD"fLQ)l S c,,(r * t)"(l"l)

lDBs,@)l 3e B0 + 4ü(lPll

(a e K; I > 0)

@eK;l>0)

(Ä.6)

(A.7)

€ Nff rnflO S lrl < rcmit konaemn. Folgen. a(j) und b(j) (0 < j 1 r,) erlällt sind. Dann gilt fur 7

lD"(fr'g,)(41 S ör(r + r;'(lrl) @e l{ir>0),

wobei Ö7 : rl"lV;ltf=tr].C*.e B) uu.d c(r) : iriaeic(.7)-rö(0), a(0)+0(i)} (1 < i < n) silt.

(,4.8)
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Beweis: IVIit Lernrna A.1 crgibt sich für allc l,Iultiindizcs 7 lrit lll < *

lo?(f..g,)(x)l < 2l'lr"rilÄl;r;(c*.e, (1 + tya(l"l)+utlrl)) (x € K; t > 0).

Da die Sumrne zq'eier lionve-xer Folgeu r,r'icclcr lionvcx ist und konvexe Folgen ihr Maximum in den

Endpunkten annehmen, hat uran für 1 ( j S lZl

a0) + t(lrl-j) S max{a(0)+b(lrl), a(lzl)+u(o)}

und folglich gilt (A.8).

Lemma 4.3:

Seien(),ürcR"offen,, I(CÜkonqtakltmtlfeC"(L:,R),sowiegeC'(ü,R")mitg(Ü)cfluna
r€N.
ZujedemaeNfmit7Ilal <ngebeesein,eposilivel(onstanleClapsodaßfurallej€Nnzil

L1j1n
lD" si@)l S Ci,.1 Q e IQ (Ä.9)

effillt ist. Dann gilt ftr alle I'Iulliindizes 7 nt,iL 1 < lrl 5 n

Dl(fotl)(ü: I npfk(^,)).Gr,B@) @eÜ), (,,{.10)
0<lr:lSlrl

wobeid.ieFunklion,en.Gl,B:Ü -R /ür alleB e Nij nult S lfl < lfl AbschätzungenilerForm

I

(/4.1 1)

genügen mil

(A.r2)

Beweis: Zunächst zeigeu rvir die ver:allgemcincrte lic{ t,enrcgel durch vollständige Induktion nach l7l:

l'vl n
D"(fog)(x) : ä .- ä , 

än, äinf (g(x)) I c(or,...,,') t'1 o'icpr(x)
i-1 k1,...,k;=1 (r,1,...,n1)eM1,i ' t'i=I '-r 

(A.1g)

(tSlrl <rc,x€Ü),

lGt,B(')l 3 chtJBt 
*r*.1.,|ftl,ryt.,lctr"' 

t\ut @ e IQ

Ä;) 1

ct.,t,o : i E,-t)*' (;) /'l (1 < i < lrl) .
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wobei M.r,l != {(or,...,o;) € ru8'i lz = äo1} 
uncl c(or,...,o,,) € Ns für (o1,...,4i) € Mr,i .

( Gr, ',|"",,t(a''""o;) 
;1<i< lzl

"lrl,i 
t: 

1'0 ;r=0oderi>lZl >1

Für

gilt die Reliursionsformel

tl",l,i : c;-y1-r,i-r * itl.rl-r,i (lll > 2; i > 1)' (A.14)

I Induktionsanlaug l7l : 1: ä;(fos)(.x):nianrte(.',)) .r,rtr(x) rnit c1,1 :1.

p] Induktionsschritt lfl - n"r + m*1 : l7l+1: Sci nr < /i und e;:= (61;,...,6n;) € N[, dann

erhält man mit der Indulttionsanna,htne

Da M-y,r= {r} und M1,m- {(or,'..,dn.nr) | cs giltl, i= 1,...,n rnit oj=€i fi= 1,...,n'm)} C N['m,

sowie cn',.1 = crn,nr:1 gelten, was mib llilfe der lLrch.rlitionsannahtne und des Induktionsanfangs ge-

folgert werclen ka,nu, können rvir in <ier Berechnung ton ,rr+€j1foB) fortfahren uncl erhalten

p, '-r(rog)(x)

, lrl rl: a.i ( ä n,,. ä,=r'n,' 
" ,.uJ(*(*)),",,...,f,, 

rr-,,0'(a1"'.,a;),[o"'t*,(*))

: ']frt n,,..äo=r'n '"' 'xuf(*(")) ,.,,.. .,.,1,rrr.,,i-,'(or,"',o;-r),!io"'u*,(*)n'igr,(*)

+,$. ,- ä ,'nr"' ,knf (g(x))ä,-,, 
..,f,,rr",,,"(o1,...,a;),t'IDo'*oo'"ie1,(*)'i-1 kr,...,k1=1

- pi + / $ n,- ... n,. a,. r/o/*\\ ä.o. ,. t^ot-: ä *r,..|*n=r( n-!ran' 
"' 0v'0v'r (g(*)) ä'isjt'r 

,^,,...,f,,rrr,,'(o," "'",',Uro 'sp,(x)
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p, '-r(1og)(x)

: ,. ä .0n, . lkn +tr(e(*)) D'iex,"*r(*) ä, { D'osn,(*) +;i=ra*r (g(x)) D"g3(x)
kr,,..,knr+t=1 ^ ''n1+1 p=l l=1

+ ä. I.-^. c(^, 
^.., floo'*oo'"is*,(*))

p?r 1,,,,. .,4lsMr,; (o1" "'o;) t-iL

Hierbei erweist sich in der letzteu Gleichung die Gül{.igkcit <ier ll,eltursionsformel (A.1a):

cnr+f i : (or,...,*Frtr*.-,rc{or" "'or)

:D
(o1,. .,,a;-1), Mr,r-r"(o'''' " 

tt;-1) * t,or,. 
. .,f, 

"tr,r"(41 
"' "a;)

: cnr.i-l *icn.,,i (2 <i ( rn) '

Damit sind die in (4.13) und (A.14) geuraclttcu Attssagen bovicsen.

Setzt man a

Gr,p(x) :: I (,(,,. ,,, ,) il Ii D''so(*)
(ot,...,a1r1)€M"y,lBl \". r'"'''-lltl' r-r t-P p-r+L

für alle x € Ü, I S l/l < l7l (mit der Vereinbarurrg /ls := 0), so folgt (A.10) unmittelbar aus (4.13).

Zum Nachleis von (4.11) geniigt es zu zeigct.t, daß I'iit alle rn € N

+ ä n,,.äo=rän'"' 
dt'uf re("))( (*,,...,",1)uM",i-1 (o1,'.',oi-r),!lo"'t*,(")D'igr.,(*)

:,E-inr,.äo=ränr"' dr,f (*(*)) 
,"r,...,*Rr-,*,,,,r"(or,...,"n,,Üro't's,(x) 

'

crr,i :iä,-t)'-'(j):'" (ieNo) (A.lb)

gilt (mit der Itonvention 0! = 1), ivas rviederum duLch vollständige Induktion nach m geschieht.



.7 
'1

m: L: Füri=0undi:1 ist(A.15) olTensicht,lit,lr cr:fiillt.Seialsoi ) l,dannist

:0:c.,, rrl

rn ---+ m*1: Sei rn € N uud i e N. Daun elgibl sich mit llilfe der Rekursionsformel (Ä.14) unter der

Induktionsannahme:

i är-ti'-: (j), : dry Dr-tr'-'(j:l)

7 11i+1 ;-1

Efrär-'r('l')

ctrr+1,i : ctrr,i-L * i cnr,i

: 
(----lTn ( 

,D=|,- 
t;i-r-i ('l ') j'" + i (- t)'-' (i) j')

, /i-t/ i 1ii-; /:\ ;;/'\\.-- -\: din ("ri(r-r; 
-r-i ? (i) + (-r;-j (i)),' * '')

: 
o_rln (rfir-t)'-'i (j)in' * t ,nr+r)

: * i (-1)i-i (1) j',,*'.
" j=0 \J/

Wegen cm+l,0 = 0, gilt (4.15) trivialerrveise auch tiir i = 0.

I

Im Hinblicli auf die Anu'cndung vou Lernma Ä.3 arrf'\/crliuüpfungen einer differenzierbaren Funktion f

mit differenzierbaren Funhtionen Bg, die von einent posit,iven reellen Parameter t abhängen, wollen wir

noch eine Aussage über clas \/et'halten von D?(fog1) irr lSczug auf den Parameter t bereitstellen.
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Lemma 4.4:

Seien U, ü c R" offen, I( c Ü konryuÄ'l, r; € N rrlrl .[ e C"((],R) mit derEigensihaft, daßfuralte

Mulliindizes B nritL < l0l < n

pPf(y)lse wt(r + Ivl)"(lPl) (ue 14 (/4.16)

mit positiaen I(onstanten Cldrntrl einer kon'ueren, l;'olge b(j) mil negatiuen Gliedern effillt ist.

Weiterhin. sei eine Fwrktionenschur {g, e C.(ü, R") lt e m*i nrit g1(Ü) c U (t e R*) gegeben, so

daß

lslr)l > Co t (r e /t'; ,, T,r) (A.17)

ntit aon I{ ablrängigen Ty 2 | un.d C6 } 0, sowie

lr"g,(r)l ( c,o, to(l"l) e; e I(; t > 1) (,4.18)

furalle@€Näntitlllol <rgell.c,'u,ctbeiCror )0untla(j)einekonuexeFolgemitnichtnegatiaen

Gliedern isl.

Dann gilt fiir alle 7 € Nä ntit I I lr'l < ,t

lDl(los)(r)l S ö,r, t''t'''' Q: e I(; I ) 1) , (/.1e)

wobei

c(j): nrar{b(j) *10(1),0(t) + r,("r)} (1 S j< rc)

und Ö61) 0 alleine d,urch tlie lionslanlen C6, C1,... , Cirl, e ,, ... , e 61and Ty bestimmt ist.

Beweis: A{it Lemma 4.3 crgibt sich für x € I{ uncl t, € R+: 
i

- lrl 
;r(*)l)o('), nra.x , ,(cnr... cn, t ) . (A.20)lDr(fog,)(x)l :.D r'.ei .Cl.,l,i (1 + lgr(x)l)o('),. ",u* ,-,' 

Eu(*i)''
i= ' |rr" k1+'"+k;=l'Yl

k;21

Um den letzten Faktor in clcn Summa,nclcn rron (i\.2()) abzuschätzen, untersuchen wir zunächst den

Exponeuten von t r.rnd beltaul>trct.t:
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Wir zeigen (A.21) durch vollständige hidulttion nach lt:

k - 1: ist klar.

k -* k+1: Füri = l uncl i = ii*1 ist (r\.21) offcrrsicht]ich efü]It. Seialso 2 <i < k,sogilt

i i-1
fli, -1a1 + Dl.i -k*l-k; ::ki (k.
j=l - j=l '

Nach Induktiotrsa,nna.hrne ist cla,rui t,

< (i-2) a(1) + a(k+1-k,-i+2) . (A.22)

Da a konvex ist, nirnmt dcr zweite Sumila,nd arrl' clcr rechten Seite von (A.22) sein Maximum ftir

1 ( ki < k+2-i in den Bndpunkt,eu k' - 1 uncl li; = li*2-i a.n und infolge der Voraussetzung, daß a

nichtnegativ ist, folgt rveiter

a(li*1-li;-i*2) ( nraxia(1), a(k+2-i)]

< a(l) + a(k+2-i) ,

was zusa.mrren mit (Ä.22) die Indulitionsbchaul>turrg iiiL 2 < i < k ergibt.

Damit ist (A,21) gezeigt und iur Anschluß au (4.20) lä ßt sich rnit

c/L:: u li,t"-( "i 'c*,; 'e, nr*]llll1;=kck1"' cxr ) (1 < k <') (A'23)

für t ) Tx ) 1 weiter abschätzeu:

lDl(fog,)(x)l s cf.,, . ,ljlät((1 + let(*)l)b(i) ,(i-1)a(1)+a(lrl-i+r) )

< cl"r ' ,ijiür(c3(i) .b(i)+(i-1)a(1)+a(lrl-'*t' ) '

Die Folge b(i) + (i-t) a(1) + o(lul-i+1) ist als Srrnim<: konvexer Folgen wieder konvex und nimmt

infolgedessenihrMaximuurfiirl<i<l7l indcnl'rrnhtcni-loderi=lZl an,sodaßmit
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c(ii):: rnax{b(k) * ir a(1). l>(1) + a(h)} (1 < k < rc)

b(i) + (i-i)a(t) + u(lzl-i+1) S"(lrl) (1 <i < lzl)

gilt. Andererseits ist für 1 ( t ( Tx

lD?(fog,)(x)l < 
"i.,, 

. 
,.äii.rr 

,(i-1)a(1)+a(lrl-i+1)

s ci.,r . rä:ür("lb(i) (-L)-b(i)ro1r;+{r-r)u(r)+u(lrl-i+1) )

= "i,,,l ,iiif\pr*b(i) 'c(l7l)'

wobei in der letzten Äbschätzr.rng clic \/oraussetzung, <laß b negativ ist und (4.24) benutzt wurden.

Setzt man

Öt',t ': cf.,, ' "'u"{r$1;,c!tir' rälärt*ot')} '

(A.24)

(A.25)

so ergibt sich (A.19), rvobei (A.25) und (r\.23) dic Alihängiglieit der Konstanr"t 
"lrl 

von den in den

Voraussetzungen (4.16) - (A.18) r'orgegebcnerr lionst,ant,cn doliumentiert.

Wir wollen an dieser Stclle clen Ben'eis dcs Lemuras 1.18 nachliefern. Zu diesem Zweck notieren wir

noch einmal die Behauptung:

Lemma 4.5: (iclentisch mit Lemnra 1.18)

Sei V ein langreichweiliges C^- Potential ntit Abfalle t:porterrl,6 > 0.

Dann gibt es eine Zerlegtnt.g ll - l/s * Ii1, so d,al| 1r,,e ()* tler Vorausselzung t.l7 mit Ko= n und

6o : 6 genügl tut.d der kurzreicltwei,lige Anteil Vs Jür alle A[ultiindizes a mit 0 < l"l ( rc-l

lD"vs(e)l S cs Q * la:l;-(1+'r+totr) (r € R") (A.26)

mil einer l(onslanten, Cs ) 0 rlnd p := s# erfättl.

T
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Beweist

Seir/€Cf,fm't;mitr/(x)=1ftirl"l <1uncl'r/(x)=01iirl*l >2.Wirclefinierenfürallex€Rn

und erhalten

f Bz(0) ;v:0
supp V, C {

t q;m\Br,-r(o) ;z € N,

sowle

o.\r(x):i D"v,,1x1 (xe R')
v=O

für alle o € Nä mii lol ( r;, u'obci clie Gleichlieit inr Sinne lolial gleichmäßiger Konvergenz zu ver-

stehenist. Istnämlicho€Nämitlal (nunclI(CCRrrmitKCBr*(0)füreinm€N,soerhält

man durch Anrvendung der ProdulitregöI arrs Lenrtla 4,1 fiir alle I ) rn

I D"\r,,(x) : n"(l/(ft) \'(.'))
v=Q

= D (i) ooqi(;*) D"*Bv(x)
lpl<l"l 't' 3

: ,/,(fi) o"V(.x)

- D"V(x) (x e K) ,

da auf Br(0), rb = luncl sornit nP,b = 0 für alle,A e ru[ rnit lBl > I gilt.

Weiterhin gibt es eiu C,,y, ) 0, so daß

lD"l(x)l < Ca, (.x e Rrr; l"l S o)

gilt. Sornit ergibt sich für alle l\Iuitiilclizcs cr mil Inl ( i; rtncl alle ru € N

1 {,(x) \/(x) i v :0
V,(x) :=l / _.. \__.t ('i$) -l1(tL)) \'(*) ;v€N

lD"(/(ü) - ,/,(fr))l < c/. (1 * 2") 2-'t"t
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und

lDdv(x)l < cx (l + 1x1;-t"t-o

S Cn 2Q-')(t"t+u)

< Co 2"+'52-'(lal+d)

für alle x € supp V,. I,Iii Lemrua A.1 folgt dann für allc lal ( rc, z € N

lD'v,(x)l S c:x . c,!2"+6(t + 2';) ,r(ir .t,rtlffilt"tz-v(lpl+lrl+l)

( ö* 2-'(l"l+o) (x e Rrr)

mit einer von v unabhäugigen l(onstantcn Öx > 0.

Wähle nun X € C['(Rn) mit sr-r1:p X C 8il()) und <lctt l:)igcnschaften

und

/ vBx(v) ,ly : rr (o < IBI < rc) .

Rll

Die Existenz eines solchen X sieht rrtau folgettdeltnaf3t,rt cin:

(^.27)

/ r(v) cll' = 1 (A.28)
Rll

(A.2e)

Seicu€C["(R)mitr,(x))0türallex€Runcl suppc"=[-1, 1].Danndefinierta.,einMaß

1t.(r) :- ,['o(x) tl.x
I

für alle Lebesgue-meßba.ren Tcrilrnengen I von [-1,1] Dulch Orthouormalisierung der Polynome

x,x2r..., **-1 in 1,2([-1, 1], p.r,) erirä,ll, nrtrn Pol)'norlc pl,...r p^-1 mit

Ur, l: span {x, x2,..., x"-1} =,spau {pr,...,p^-r}.

Bezeichnet D, die orthogonale Projelition vorl x'aul'U^,(bczüglich dpr,), so ist mit n,(x) :- x'- F'(x)

(x e [-1, 1]), p, I U,, d. h. mit !(x) := crc,;(x) t>^(x) gilt:

i^t*l xk clx = 0 (1 ( h ( rc-l), *'obci cr,=( in,(*) r(*) d*)-1.
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Setzt man x(xr, ... , xn) r: fi 11*,; (x: (x1, ... , xrr) € Rn), so leistet x das Gewünschte und wir
i-1

definierenfürz € N9

x,(x) :: fu ,(fu) (x e Rn),

so daß supp X/ C Br,p(O) gilt.

Wegen V, € LL" und x, e C[" ist clie Faltung

V,(x) :: (V, * 1,)(x) : / V,(x - y) x,(y) dy
Rll

für alle z € No wohldefiniert, belicbig ofi diflerenzierbal und für hinreichend großes z € N, das etwa

,1 ,perfüllt,ist

suPP V, C Br,+z(0)\13r,-:(0) , (4.30)

was man, wie folgt, einsieht;

Für alle x € Rn und y € supp X/ ist einerseits

2'-t < l"-yl S lxl + lyl S l"l +2'P <lxl+z'-2

und andererseits

2'+L > l" - vl ) l"l - lyl 2 l"l - 2'p > l*l - 2'.

Zur Untersuchung des abltlirgenclen \/crha.ltcns von D"V, unterscheiden wir zwei Fälle.

1. Fall: lol < "

lD'V,(x)l < I lDi \/,(x - y)l lx,(v)l dv
R11

( en 2-'(l"t+o) (x e Rrr), (A.g1)

wobei von (A.27) Gebrauch gernacht u'urcle und e6 ,= Ö6 J l,l:(V)l dV von z unabhängig ist.
Rn
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2. Fall: lol > "

Sei a = as * g mit la6l = rc, clann la,ssen rvir lvegen *U,$- y) : -u*V,(* - y) (1 S i < n)" lxi oyi

lBl Ableitungen mittels partiellet Integration a,uf 1, wirlien:

lD'V,(x)l < lJ oio v,(x - y) Dfx,(v) dvl
Rll

S Ön 2-'(l"sl+6) ,-uplBl / lofx"(v)l av
Rn

Se o 2-,G+6+p(lal-A)) (x e R'r) (A.82)

mit Konstanten e o ) 0, clie uiclt[ votr lz tr.bhäugcu.

Sei nun x e B,*@\{;-Id) ftir cin r't > fi. Dann is{, x € supp V, für alle z € Mn.1 wo

Mp:= {rrt-2, m-1, m, m{1}, uncl x f supp V, für v (\46, was aus (A.30) ersehen werden kann,

da m ) t|, ai" Beclingung + > p impliziert.

Setzt man für ein I e N 
/r\ I _

ftl',(x) := t V,(x),
u=O

so sieht man, claß für ein beliebigcs l(onrpalil,ur-n I( C Rn und für ein hinreichend groß gewähltes

loeN
D"\/l)(.r) = D"vlo)(*)

für alle I ) 16, d € NB uncl x € I( gilt. Somit lionveLgiert tr!) für' l*oo in der C-- Topologie

\,'. ::Ä,r, .

l{it den in (A.31) uncl (r\.32) gc\\,onncncn r\bschii.t,zrrngen crgibt sich für x e Br"r@\E;-O,
wobei m, &vorausgcsetzt sei,

lD"vr(x)l < t lD'v,(x)l
u e Mp1

< 4ex'-(nt-2)(lal+o)

S 4 . b(tol+', eo (t + lxl)-(lal+6) qol < 
"),
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lDc'VL(x)l < 4 eo r-(nt-2)(n*6+p(lal-6))

S 4 . b(t"t+1ad) eo (r + lxl)-(i+6+lalp) lol > ,),

womit gezeigt wäre, daß Vg die \/orausseLzung 1.17 mit rco = rc und 6o = 6 erfüllt. Bleibt noch zu

zeigen, daß Vg :: V - V; clen in (4.26) angegebenen Abschätzungen genügt'

Für alle x € Rrl ist

(A.33)

wobei clie letzte Gleichung rvieder im Sinne der Iionvergenz bzgl. det C'- Topologie zu verstehen ist,

und

V,(x) - V,,(x) : \r,,(*) - (V, * X,)(x)

: J V,(x) x(v) dy - .[ v,(" - y) x,(y) dy
Rll Rrl

- / (V,,(x) - \/u(x - z'oy)) x(v) dv (4.34)
Rlr

für alle z € Ne gilt.

Da V, € C', Iiömren u'ir V, in x na.ch 'Iaylor rnib llcstglied vour Grad n entwickeln, d. h. es gibt ein

0 e [0, 1], so daß rnit r := 2'P gilt

N

Vs(x): lr(x) - V1(x): D(V,(") - V,(*)),
y=O

A

v,(x - ry) :, .D -oBv,1*; 
(---fv)B *,"p.ofu ,8 - erylllp.

lfls'-l P' lBl="

Mit der Eigenschaft (A.29) von x € C[" cLhälb man sotnit aus (4.34)

V,(*) - V,1x; : I (-1)"*1 # I n(v,(x - lry)yBx(y) dy
lfil=n P' Rll

und nach Ausführung lal-facher partieller Integra,tion für alle A{ultiindizes o mit lal 1 n-L

lD"(v, - V,)(*)l S " I / lofv,lx - lry)l (or)-t"t l# loir(r)l o,
lrG" Än lr!

S e* 2-,,(o+r)r^'-rdr D I # toir(r)l o,
lFl=t Rn r"

3 Ct*2-',(,'+6-p(n-lol)) (x e Rn) . (Ä.85)
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Ahnli"h wie bci clc.n l.]ct,r'ar:ht,ungcn clcs langlciclrrvcil.igerr C*- r\nt,cils von V erlienut man, daß ein hin-

reichend grol3es lxl in dcn Tr':igclrr lc.,rr lri>r:lrst,cns rl vcrscl)icclcncn Surnmanden der rechten Seite von

(A.33) entlialtcn ist. l{it (.\.35) lolgt, clllrt'r IiiL irllc.t G tl?-({D\{;:IO mii rn ) IrIo,wo mo ge-

nügend groß gen'ä.hlL isl,,

lD'\/s(x)l < D lD"1\r,,-V,)(*)l
ueMnl

< 4 Ck"-(rrr-2)(r;* ö+n(ldl-A))

s .i . r-,(,'nt*', a,o(t + lx1;-(1+o+t"tn)

für alle l,Iulliinclizes o rnit lol ( r;-l T
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